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����� ��� ������ �� ������� �������� ��� �� �������� �������������� ��� ������� �� �����
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������������ ����� ���� �� ������������� �� ��� ����������� ��� ��������� ������ ��
����� ���� ��������� ��� y(t) ∈ Y ∈ Rp�
� ��� ������������� � �� ���� ��� ��������� ��������� ���� ��� �� ���� ��� �����������
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��� ��������� ������ ���� ������������ ��� �� ������� ������������������ ����� x(t) ∈
X ∈ Rn� ������������ ����������� �� x(t) ��� ������� �� ����� ��� ��������� ��� �� �������
����������� �� ������� ����� � �
dx(t)
dt
= f(x(t), u(t), t). �����
�� �������� ����� ��� ��������� ������ �� ��� ��������� �� �������� ��� ������� ��� ������������� �
y(t) = h(x(t), u(t), t). �����
�� ������� ��� ���� ����� ����� �� �������� �� ���� ��������� �� �� ����� �
dx(t)
dt
= f(x(t), u(t), t)
y(t) = h(x(t), u(t), t)
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f(x, u) = f0(x) + g(x)u
�� �� �� ��������� ��� �� ��� ��� ��������� �������������� ����������� �� �� ��� ��� ���� �� ��������������
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• �������� ����� �� ������ �
f(x, u) = A(u)x+B(u), h(x) = Cx (�� C(u)x+D(u)) �����
• �������� ��������� ������� ���� �� ����� �����
f(x, u, t) = A(t)x+B(t)u, h(x, u, t) = C(t)x+D(t)u �����
• �������� ��������� ��������� ���� �� ����� �����
f(x, u) = Ax+Bu, h(x, u) = Cx+Du �����
��� �������� �������������� �������������� �� ��������
• �������� ������������� � ��������� ����� �� ���� ��� ��������� ���� ��� ����� ��������
�� ������� � ������ ��� ��������� �� ������ � �� ����� ������ �� ��� ���� ���� ��� h �����
��� ���������� ��� ������� � x ���� ���� ������ ���� ��� ���� � ������ ���� ������� ���� ���
������� �� ������������ �� �� ���������� ����� �� �������� ������������� �� ���� ����� �
����� ����� �� ������� ������ ��� ��� ��������� ������ ������� ��� ���������� xˆ(t) ����
x(t) � ������ �� �� ������������ �� u(τ) �� y(τ) ���� 0 ≤ τ ≤ t�
�� �������� ���� ���� ������ ����������� ��� ������������� �� ��������� �� ���������
���������� xˆ(0) �� x(0) ��� �������� ������� �� ������ ����� �� ������ y(t) ��� [0, t)� �� ��
������ ���������� � ������ �� xˆ(0) �� ��� �������� ������ ��������� ����������
min
xˆ0
� t
0
�h(xˆ(τ), u(τ), τ)− y(τ)�2dτ �����
���� �������� ���� ��� �������� ���� ���� ������� ���� �� ����� �������� �
˙ˆx(t) = f(xˆ(t), u(t)) + k(t)(h(xˆ(t))− y(t)), ���� k(t, 0) = 0.
���� k(t) ��� ��� ���� xˆ(0) �= x(0) �������� ������������ xˆ(t) − x(t) ������ ���� ���� ����� t
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x˙(t) = F (x(t), u(t), y(t), t)
xˆ(t) = H(x(t), u(t), y(t), t)
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�� �� ��� ����������� ��� ����� ��� �������� ����������� �� ��� �������� �� �� �� � ���� ��������� ��� �������
� u
�� �������� �� ������ ������������ �������������
�� ����� ����� ��� �
��� xˆ(0) = x(0)⇒ xˆ(t) = x(t), ∀t ≥ 0
���� �xˆ(t)− x(t)� → 0 ����� t→∞;
�� ���� ��� ���� ���� ���� x(0)� xˆ(0)� ����� ������������� ��� �������
�� ���� ��� ���� ���� ��� ����������� �������������� ����� ������������� ��� ������������
�� ���� ��� ���� ���� ��� ����������� ������������� �� ��������� ����� ������������� ��� ���������
����� ��� ��������� �� ����� �� ������ �� ��������� xˆ(t)−x(t) ��� ������� ������ ��������������
��� ���������� ���� ����������� ����� �������� �� �������� ������������� ���� ������ ���
�� ������ ����������������
• ������������� � ����� ������ ����������� �� ���� ��� ������������� �� ������ ������� ��� �����
�������� ������ ��� ��� ��������� �� ������ �� ����� �� ������
���� �� ��� ��� �������� ��� ������ ��������������� ������ ������������� ��� �������� ������
A �� �� ������ C �� ������� ���������� �� ���� �� ��� �� ������
���� ������������� ���� ���� ���� ������ � ������ �� �� ������ ������������������ ���� �
��������� ��� �������������������
��� ����� (x0, x�0) ∈ Rn×Rn ���� ���� ������������� ��� u �� ��� ��������� x(t) �� x�(t) � ������
�� x0� x�0 ���������
∀u ∈ U, ∀t ≥ 0, h(x(t)) = h(x�(t)).
�� ���� x ��� ������������� �� x0 �� �� ����� (x, x0) ��� ��������������
� ������ �� ����� ��������� �� ���� ������ ��������������� ����� �
��������� ��� ����������������
�� ������� ����� ��� ���������� ���� ������� ������ ����� ��������������
�� ����� ���������� �� �������� ��� ��������������� ���� �������� �� �������� ����������
��� �������� ���� �������� ������ ��� ������� ���������� �� ��������� ������ ������� ����
������� ������������ ����������� �� ��� ������� ���� �������� ������� �������������
��������� ��� ������� �������������
��� ������ u ��� ���� ������ ����������� ���� �� ������� ����� �� �� ��������� �� ���� ����
x0 �= x�0�
∃t ≥ 0 : h(x(τ), u(τ), τ) �= h(x�(τ), u(τ), τ)
��� ������ ��� ���� ���������� �� ���� ����� ��� ������������
��������� ��� ��������� ������������ ������������
�� ������� ��� ������������ ���������� �� ����� ������ ��� ������������
���� �������� �������������� �������������� �� �������� ��
���� �� ��� ���� ������� ��� ����� ��� ������������ ����������� ������ ������ ���� �������
����� ��� ��� ������� �� ����� [0, t] ����� ��� �������� ���� ������������ ������ �� ���� ������
������� ����� ������� �� ������� ��� ���� �
A =
�
0
√
u
0 0
�
�� C =
�
1 0
�
���� �� ������� �� u(t) = 2 ���� [0, t] �� u(t) = 0 ���� t1 > t� �� �� ��� ������������ ������
����� t1� ����� ������������� �� ������ ���� �������� ������ �������
���� ��������� �� ��������� �� ������ �� ����������� �� �������� � ��� ���������� ���� ��
���� ��� �������� �� ���� ���� �� ������� ���� ���� ���� ����������� � ������ �� �� ������ ��
�������� ����������������
• �������� ��������������� � �� �������� ��������������� ���������� �� ����������� ��� ���
������� �� ������ �� �������� ��� ������� � �� ��������� �������� �� ������ ���������� �����
�� ������� ������ ��������� ������ ��� ��������� �������� x0 �� ����� t = t0 = 0 ������� ��
����� t = t1 > t0�
�� ����������� �� ������� ��� ��������
x˙ = f(u, x)
y = h(u, x)
�����
�� �������� ��������������� ��� ���� ����� ��� �
Γ(t0, t1) =
∂E
∂x0
=
� t1
t0
∂y
∂x0
T ∂y
∂x0
dt =
� t1
t0
�
∂h
∂x
∂x
∂x0
T� ∂h
∂x
∂x
∂x0
dt ������
�� x ������� �� �������� �� ��� ���������� �� x0 � t = t0�
���� �� ��� ��� �������� ����� �� ������ ������ ��� ������ ��������� ���������� ���� ��
��������� �
∂h
∂x
= C
∂x
∂x0
= Φu(t, t0)
������
�� Φu(t, t0) ��� �� ������� �� ���������� ��������� �� ��������� �� �������� ������ ��� �
dΦu(τ, t)
dτ
= A(u(τ))Φu(τ, t), Φu(t, t) = I ������
�� ������ ���� ������� ���� �� ������ ���� �� �������� � ��������� t ��� �
y(t) = CΦu(t, t0)x0
�� �������� �� ������ ������������ �������������
�� ��������� �� �� ������ ����� t0 �� t1 ��� ���� �
Ey =
� t1
t0
�y(τ)�2dτ =
� t1
t0
y(τ)T y(τ)dτ =
� t1
t0
xT0 Φu(τ, t0)
TCTCΦu(τ, t0)x0dτ ������
���� �� ���������� ���������� ������� �� �������� ���� �������� �
Γ(t0, t1) =
� t1
t0
Φu(τ, t0)
TCTCΦu(τ, t0)dτ ������
� ������ �� ����� ������� �� ���� ������������ �� ������ �� ����������� �������� ����� ��
������ �� ����������� �� ���� �� �������� ������� �� ����� �� ����� ����� ���� ��� �������� �
��������� ���� ��� ������ ��� ������������� ����������� ���� �� ������� ���� �� ������
����� �� �
∃t0, T,α :
� t
t−T
ΦTu (τ, t− T )CTCΦu(τ, t− T )dτ ≥ αI > 0 ∀t ≥ t0, ������
���� �� ��� �� �� ����������� ��� �������� �� ����� �������������� ������ �� �
��������� ���� ��� ������ ��� ���������� ��������� ���� �� ������� ���� �� ������ ����� �� �
∃t0,α : ∀T ≤ T0, ∀t ≥ T,
� t
t−T
ΦTu (τ, t− T )CTCΦu(τ, t− T )dτ ≥ α
1
T

T 0
T
� � �
0 Tn

2
������
�������� � ���������� �� ��������� �� �� ������ ������� �� ���� ������� ��� Ey =
xT0 Γ(t0, t1)x0� ��������� �� ������ ��� � �� ��������� �������� ��� ������������ �� ����� �� �����
��� �� �������� ����������������
�� �������� ��������������� ������ ����� ��� ��������� ����������� ���� ������ ��� �������
������� ���� �������������� �� �� ��������� ��� �������� ������� �� �������� �� ���� �������
���� ��� ��� ����� �������������� ��� ���� ������� ������� ������� ���� ��� ���� ����������� ��
��� ��� ����� ���� �� ����� �� �������� ������������� � �������� �������������� �� ��������
����� ������� ������ �� ��� ������ �� ������� ��� �� �������� ��������������� Γ(t0, t1) ��� ��
�������� ���������� �� ������ ��������� ������� �� ����� t = t0 �� ���������� ������������� ��
�������� ���� ��� �
W˙0 = A(u)
TW0 +W0A(u) + C
TC
���� W0(t1) = 0�
���� ������������ �� ���� ������ ��
��� ������������ �� ���� ��� ��
���� ��� �������� ��������� �� ���� ��� ����� �� ��� ����� ��� ��������� �� �������� ��
�������� ������������� ���� ���� ������ ������ ��� ������� �������� �� ���������� ���� ��
������ ����� ���� ����� ������ ���� ������ �������� ��� ���������� �� ��� ��� �������� ���
������ ������ ��� �� ����� �� ��� ���������� ��� �� ����� ����� ����� ����������� �� ������
����� ������
����� ����������� �� ������ �� ������ ������ �����
���� ��� �������� ��� ������ �� � �� �������� ������� �
�������� ��� ������������ �� ������ ���� ��� �������� � ����� ����������
�� �� ������� ����� ������ ��� ��������� �� �������� ������� ����� �� ������ �� �����������
�� �� ����� �
˙ˆx(t) = A(t)xˆ+B(t)u(t)−K(t)(C(t)xˆ− y(t))
���� �� ������� K(t) ����� ��� �
M˙ = A(t)M +M(t)A(t)T −M(t)C(t)TW−1C(t)M(t) + V + δM(t)
K(t) =M(t)CTW−1
M(0) =M0 =M
T
0 > 0
W =W T > 0
������
���� δ > 2�A(t)� ���� ���� t �� V T = V > 0�
�� ���� �������� ��� ���� �� ��� �� ���������� ������ ��� ��������� ��� �� ����� ��������
����� ��������� �� ���������� Q� �� ���������� �� ������ ��� �� ����� ���������� �� ���������
�� ���� ������� �� ���������� R� ����� ������ ����� ������������ xˆ ��� �������� �� �������
�� �������� xˆ− x �� ������ ��� ���� ��� V = Q� W = R �� σ = 0 �����
��� ��������� ��������� �� �������� ��� ���� ��� �������� ������������� ��� �� ������ ��
��� �� ������ ������ ��� �������� �� ������� ���� ��� ��������� �� ���� ��� ������������
�������� �
��������� ��� ������� �� ������ ������ ����� ������
����� ����� �� ������� �� �� ����� �
x˙ = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t))
�� ����� �� ��� �� ������ ������������� ��� �
˙ˆx = f(xˆ(t), u(t))−K(t)(h(xˆ)− y(t))
�� �������� �� ������ ������������ �������������
���� K(t) ������� ��� ��� ��������� ������ �� ����������� �
A(t) =
∂f
∂x
(xˆ(t), u(t)) �� C(t) =
∂h
∂x
(xˆ(t))
��� ����������� ������ ���� ��� �������� ������������ ���� ��� �������� ��������������
���� �� ���� ����� ������ ��� �� ����������� ������� ����� ������������ ��� �������� ���� �
��������� �� ���������� ���������� ��� ���������� ���������� ��� ������������ � �����������
�������� �� �� �������� ������������ �������� ����� ���� ���� ���� �� ���������
����� ����������� ���� ������� � ��������� ���� �� ������
�� ��������� �� ������� �� �� ����� �
x˙ = A(u(t), y(t))x(t) + b(u(t), y(t))
y = C(u(t))x(t)
������
�� ��� ������� A(u(t), y(t))� b(u(t), y(t)) �� C(u(t)) ���� ������� ���� ���� t �� ��������� ���
��������� �� ����������� �� ���� ������ ���� �� ������� ���� �� ���������� ����� ����
���� �
�������� ����
�� u¯(t) = (u(t), y(t)) ��� ��� ������ ������������� ����������� ���� x˙ = A(u¯(t))x(t)�
y(t) = C(u¯(t))x(t) ���������� ����� ����� �� ����������� ���� �� ������� ��� �
˙ˆx = A(u(t), y(t))xˆ(t) + b(u(t), y(t))−K(t)(C(u(t))xˆ(t)− y(t))
M˙(t) = A(u(t), y(t))M(t) +M(t)A(u(t), y(t))T
− C(u(t))TW−1C(u(t)) + δM(t) +M(t)VM(t)
M(0) =MT (0) > 0,
W =W T > 0
K(t) =M(t)CTW−1
������
���� δ > 2�A(u(t), y(t))� �� V = V T > 0�
���� �� ��� �� A �� B �� ��������� ��� �� y� ������ �� ������ � �� ������� ���� �����
���� ������ ������ ����� �� ����������� ������� �� ���� �� ������ ��� � ��� ��� ������ ������
�� �� ������ � ��������� ��� V �� W ������ �������� ����� �������������
���� ������������ �� ���� ������ ��
����� ����������� ���� ������� ���� �� ������ � ������������ ��������
������������
�� ��������� ��� �� ������� ���� �� ����� �
˙ˆx = A(u(t), y(t))x(t) + ψ(u(t), x(t))
y = C(u(t))x(t) + η(u(t))
������
�� ��� �������� ��� ��� ��������� ������������ �
A(u(t), y(t)) =

0 A1,2(u(t), y(t)) 0 · · · 0
� � � � � �
���
���
� � � � � � 0
Aq−1,q(u(t), y(t))
0 · · · 0

ψ(u(t), x(t)) =

ψ1(u(t), x1(t))
ψ2(u(t), x1(t), x2(t))
· · ·
ψq−1(u(t), x1(t), . . . , xq−1)
ψq(u(t), x(t))

C(u(t)) =
�
C1(u(t)) 0 · · · 0
�
,
������
���� x(t) = ���(x1(t), . . . , x2(t)) ∈ RN � zi ∈ RNi ���� i = 1, 2, . . . , q� Ai−1,i ∈ RNi−1×Ni ����
i = 2, . . . , q �� C1(u) ∈ R1×N1 �
�������� ��� ������������ ���� ������ ���� ����� ���� ������
�� �� ������� ������� ���� ��� ��������� ������� �������� ��� ���������� ��������� �
� �������� u(t) ����� ��� u¯ = (u, y) ���� ���������� ��������� ���� x˙ = A(u¯)x ���� A(u¯)
�������
� ��� ��� ���������� ψ ���� ����������� ��������� �� x �� ������������ �� u�
����� ���� ���� δ > 0 �� ������ λ� γ > 0 ��� ��� �� ������� �
˙ˆx(t) = A(u(t), y(t))xˆ(t) + ψ(u, xˆ)− Λ(λ)K(t)(C(u(t))xˆ+ η(u(t))− y(t))
M˙(t) = λ(M(t)A(u(t), y(t)) +A(u(t), y(t))TM(t)−M(t)CTW−1CM(t) + δM(t))
M(0) =MT (0) > 0, W =W T > 0
K(t) =MC(u(t))TW−1
������
���� δ > 2�A(u, y)�� λ = 1T ����� ����� ��
Λ(λ) =

λIN1 0
λ2IN2
� � �
0 λqINq
 ������
�� �������� �� ������ ������������ �������������
��� �� ����������� ��� ���� ���� xˆ(0) ∈ RN ��������� ���� ���� t ≥ 1λ �
�x(t)− xˆ(t)� ≤ µe−σt ������
���� µ > 0�
������ ��� ����� ������� ������ ��� ������� �� ��������� ��������� ��� ��� ������� ��������
�� ����� �������� ��� ���� ����� �� ���� �������� ���� �� ������
��� �������� �� ������������ �� ���� ��� �� �� ����� ����
����
����������� ��� ��� �������� �� ����� ������� ���� �� ����� ���� �� ������ �������� �
xk+1 = A(uk, yk)xk +B(uk, yk)
yk = C(uk)xk
���� x0 ����� ��������� ��������
������
�� x� u� y �� k ����� ��������������� �� ������� ������� �� ������� ���������� �� ������� ��
������� �� �� ��� �� ����� �� �� ���������������
���� �� ���� �� ���������� �� �������� ������������� ���� ���� ������ �� ��� ���� �������
�������� ���� ��� ���������� ������� ���� �� ����� ���� �
xk+1 = Akxk +Bk
yk = Ckxk
������
�� Ak� Bk �� Ck ���� ��� ��������� �� k ��������
���� �� ���� �� ������� �� ���������� ������ ��� ������ ����� ���� �
Φ(k, k0) = Ak−1Ak−2 · · ·Ak0 , Φ(k, k) = I ������
�� ��������� ��� ������ ��� �������� Ak ���������� ���� �� ������� ���� ������������
Φ(k, k0) ����� ��� �������� ����� Φ(k0, k)�
��������������� �� ������� ���� �� ������� ���� ����������� � ������ �� �������� ��������
���� �������� �� ������������ �� ���� ������ �� ����� ������� ��
��������� ��� ��� ��� ������ �� ��������� �� �� ������� � ��������� k� ����� �� �� ������ �������
��������� ������ ��� ��������� �������� x0 ��� ��� ������� �� σ ��� �� ����� �
E0 =
N�
l=0
�yl�2 =: xT0 Γ(N, 0)x0. ������
�� Γ ���������� �� �������� ��������������� ��� [0, N ]�
��� ��� ������� [k1, k2]� �� ��� ���� ����� ��� �
Γ(k2, k1) =
k2�
l=k1
Φ(l, k1)
TCTl ClΦ(l, k1) ������
�� ��� �� ������� ������ �� ������� ��� �� �������� ��� ����� �������� � k = k1 �� ����������
����� ���� ���� ���� �� �������� �
Wk = A
T
kWk+1Ak + C
T
k Ck
Wk2 = 0
������
�� ����� �������� �� ��������� �� �������� ��� ���� ����� ����������� ���������� �� ����
����� �������� �� ��� ���� ���� ��� ��� ������� ������� ���� ��������� �� ������� ���������������
��� ���� ������������ ��� �� ���� ��� �� ���� ������ ������ ������ �� Γ ����� ����� ����������
� ���� ����������� �� ������� ����� ���������������� �� ��� ������� ������������ ������� � ����
���� ���� ������� ����� ���� ����� �����
��������� ���� ��� �������� �������� uk ��� ���� ������������� ����������� ���� ������ ���
���� ����� ��������� �������� x0� �� ������� �������� � ����� ������� ���������� ��� ������
��������� �� ��������� �������� �
�� ������ �� ������ σ ��� ���� ���� ���� k ≥ 0 �
0 < α1In ≤ Γ(k, k − σ) ≤ α2In. ������
���� ��� ���������� α1 �� α2� •
���� ����� ���������� �� ����������� ����������� ���� ���� ����� ���� ������ ����� ����
����� ������ ����� �
�� �������� �� ������ ������������ �������������
�������� ���� ����� ����� �� ������ ������� �� �� �������� ��������� uk ��� �������������
����������� �� ������� ��������������� �� A(uk, yk)� ����� �� ����������� ���� ��� �����������
������������� �� ������� ��� ����� ��� �
xˆk|k = xˆk|k−1 −Kk(C(uk)xˆk|k−1 − yk)
xˆk+1|k = A(uk, yk)xˆk|k +B(uk, yk)
Pk+1|k = γ−1A(uk, yk)(Pk|k−1 −KkC(uk)Pk|k−1)A(uk, yk)T
����
Kk = Pk|k−1C(uk)T (C(uk)Pk|k−1C(uk)T +R)−1
P0|−1 = P T0|−1 > 0, R = R
T > 0, �� 0 < γ < 1
������
�
�� ������� �� ����������� ���� ���� ������ ��� �� ��������� γ ����� ��������� �� �������
�� �������� �� ���� �������� γ��
�������� ���� �� ���� ����� ��� �� ��������� ������ ����� ��� ���������� ���� �� ����
����� ��� ����� �� ����� ���� ���� ��� ������� ��� ��� ���� ��� ��� �������� Ak ���� ������ ��
������������
��� �����������
���� �� �������� ���� ����� ������� �������� ���������� �� ���� ���� � ������������� ���
�������� ��� ���������� ����� ��� �������� ��������� ���������� �� �������� ���������������
���� ����� �� ����������� ��� �������� ��� ��� ������������ �� ���� ������� �� ����� ������
��� ����� �� ����� �������� �� ��� ������� ��������������� �������� �� ������ �� ���������
��� ������ ����������� �� �������� ���� �� ����� ��� ���������� �� ����� �������� ����������
�� �������� ��������������� ���� �������� ��� ������������ �����������
�������� �
�������� �� ��������������� �� ��
������ ��� �� ��������
��������
��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� ����� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������ � � � � � � � � � � ��
����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������������
������ �� ������� ��� ��� ������� ���� �� ��� �������������� �� ������������� �� �������
���� �� ��������� ���� ������������� ���� ���������� ��� ������ ����������� ���� ��� ��������
����� �� ������ ���������������� ������������
������ ��� ��� �� �������� ��� ������ ��� ������������ � ������ ���� ������� ��� �� ��������
����������������
������������ ���� ��������� ��� ��������� ��� ��������� ��������� �������� �����������
����������� ����� � ���� ��� �� ������� ������ �� �� ������� �� ������ �� ���������� ��� �� ��
�������� �������� u�
������������� �� ��������� ��� �������� ����� �� ������ ���� �� ������� ������ ������
����� �� �������� �� �� �� ������� ���� �� ��� �� �������� �� ������������ ����� ���� �������� ��
����� ���� ��� �� �� ���� ��� ������� �� ������ y(t) � ����� �� �� �������������� �� �������
������ x(t)�
��
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
��� ���� ����������� ��������� �� ������ ��� �� �������� ��������������� ���� �������� ��
����� ��������������� ������� �� ����� �� ������
��� ���������� ����� �� ������
���������� �� �� ���������� ��� �� �������� ��� ������������ ���� ������� ���������� ���
������ ����������� ��� ���������� �� ��������� ��������������� ����� ��� �� �������� ������� ���
���� ��������������� �� ������� ��������� �� ����������� ���� ���� ��������� � ������ �� �������
���� �� ������� ����� �� ������� ���� ��������� ���� �� ������ ����� ���� �
xk+1 = A(uk)xk +B(uk, yk)
yk = C(uk)xk
���� x0 ����� ��������� ��������
�����
���� �������� ��������� ������� ��� ������ ����������� ��� ���������� �� ��������� �� �����
���� ������ ��� ����� ������� ���������� �� �� ��������� ���� �������� �������� �� �� �����
����� ���� B = 0 �� A ���� ��� ��� ������ ��������� � �� Ts ��� �� ����� �����������������
���� �
A1(u1) =
�
1 Tsu1
0 1
�
, C1 =
�
1 0
�
�����
A2(u2) =
 1 Tsu2 Ts0 1 0
0 0 1
 , C2 = � 1 0 0 � �����
�� ��������� �� �������� ����� ���� ��� ��������� ������ ���� ��� ��������� �� ��� ������
�� �������� ��������������� ���� �� ���� �� �� ��������� ��� ��� ���������� ��������� �
� �� �������� �������� u1 ��� ��� ������������� ����� ���� �� ��� �� ������� ����� �
� �� ��������� ����� ���� �������� ����������� �� �� �������� �������� u2 ��� ��� �������
������� ����� ���� �� ������� ������
��������������� ���� ��� �������� ���� ���������� �� ����� ��� �� ������ �� �������
�������������� ��� ������ ����������� ����������� ����� �������� � �� ��������� �� �������
�� ���������� �������������� ���������� ��� �� ������� ��� ������ ����������� ���� �� �������
��� ��� ������� �� ����� �� N ����
���� ����� �� ������� ����� �� �������������� ��� �� ��������� ��� ���� �� ��������
����������� �� ������������ N ����� ���� ���� ����� ��� �� ��������� �� �������� ���������
��� ��� ����� ���� ������� ������� ���������� ����������� ������� ���� ���� ������� �� M
���� ���������� ����� �� ������ ��
���� �� � ��� �� ��������� �� ��������
�� ���� ��������� ����� ������� �� ������ ��� �������� ������ ��������� ������������ ����
�� �������� ����� ���� ���� ��� ���� ���������� ��� ��������� ���������� ���� ��������� ��
���� ���������� ��� ����� ��������� ���������
�� ������ ����� ����� ��� �������������� �� ������ ��� ������� ��������� ��� �������� ��
�������� ������������ ����� ��� ���������� ����� ����� �� ����������� ��� �� �������� ��������
uk ������ ���������� �
� ��� ������ �������� �Umax� �� ��� �������� �Umin� ���� ������ ������� �� �� ���
������ ���������
� ��� ������ �������� �T2� ���� �� ��������� �� ���������� �� ���������
� ��� ������ ������� �������� �δUmax� ��� �� ��������� ����� ���� �������� �����������
�� �� ���������
�������� � �� �������� ��������� �������� ��� �� �������� ����� ���� ������� ��� ���
��� �� ����� ����� �� ���������� � T2� ���� �������� ��� �� ������ �� �������� ����� �����
��� �� ������� ������ �� ������� ��� ���������� ������� ������������ T2 ��� ���� �� ������ ���
�� ���������
���� ����� ������� �� ������ ������ ����������� �� �������� �� ���� ������� ��� �����
����� ���� ��������� ���� ��������� ���������� ���� �� �������� �� ���� �� ������������ ���� ��
��������� ����� �� ������ �� ��������� �uref � �� �������� ����������� ���������� �uk��
����� ���������� ���������
�� �� ��� ����������� ����������� �� �������� �������������� ��������� ���� ���� ������
����� ���� �
min
U
N−1�
k=0
(uref − uk)2
Γ(U) � αI
Umin < uk < Umax, ���� 0 ≤ k ≤ N − 1
|uk+1 − uk| < δUmax, ���� 0 ≤ k ≤ N − 2
����
U = [u0, u2, ..., uN−2, uN−1]
�����
�� Γ(U) ���������� �� �������� ��������������� ��� �� ������� �� ����� [0, N − 1] ���� ��
�������� �������� U ��������� ������ ������ ��� ���������� ������
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
�� ���� ���� �������� �� ����������� � ����������� ������������� ������������� �������� ����
���� ��������� ���� �� ������ ���� ������ ������ �� ������� �� ���� �������� �������� �� �����
�� ����� ���� �� ���������� ��� ���������� ��� �� �������� ���� ����� ������� �� ������� N
���������� � ���� ������� ���� ���� ��������� �� ����������� �� �������� �������������� ��
N−1 ����������� ������� ��� N−1 ��������� ��� ���� �������� ���� ����� ������� ������������
��� ������� ���� ������� ��� �� ����������� ���������� ��� ������� �� ������� �������� �����
������������� �� ������ ��� �������� ��� ��������
u0 u1 · · · uN−1 u0 u1 · · · uN−1
U2 → Γ(U2)
U1 → Γ(U1)
UN−1 → Γ(N − 1)
UN → Γ(N)
������ ��� � ������� ��������� ��� ������� � �� ������� �� �������� �������������
�� ����������� �� �������� �������������� � �������� ���� ������� ��� �������� ���������
����������� ������������� ����������� �� �������� ���� �� ������� ������� ������ ��� ����� ��� �
min
U
N−1�
k=0
(uref − uk)2
Γ(U1) � αI
Γ(U2) � αI
���
Γ(Uh) � αI
U1 = [u0, u2, ..., uN−2, uN−1]
U2 = [u1, u2, ..., uN−1, u0]
���
UN−1 = [uN−1, u0, ..., uN−3, uN−2]
Umin < uk < Umax, 0 ≤ k ≤ N − 1
|uk+1 − uk| < δUmax, 0 ≤ k ≤ N − 2
�����
���� U = [u0, u2, ..., uN−2, uN−1] ����� �������������
���� ������ ��������� �� ������ �������� ��� �������� Uk ��� ����������� �� ������
�������� ��� ������ � ������� ��� ������ �� ��������� �������������� ��� ��������� ���� �� ������
���� ���������� ����� �� ������ ��
N − 1 ���������� ���� ������� �� ������ �������� �� ��������� �� ��������� �� �����������
���������� ������������ ���� ������ ���� ������ �� ������������ ��� ������������ ��� ���
�������� �� U ���� �� �������� ����������� �� ���� ������� �� ����� ����������� ����� ���� �
min
U
N−1�
k=0
((uref − uk)(e−k + 1))2, �����
���� ������ ��� ����������� ����������� �������������
��� ���������� ���� ���� ���������� �������� ��� �� �������� ���� ��� ��������� �� �������������
��������������
����� ������� ����������
����� ����������� �� ����� ���� ��������� ������ ���� �� �������� ������ �� �� ����������
�� ������� ��� � �� ��������� �� ������ ��� �� �������� ��� ������� ���� �� ������ �������������
���� ���� ���� ������������ �������� ���� �� ����� � �� ���� ��������� �� ���� ���������� �����
������ ���� ������� �����������
���� �� ������� ����������� ������� �
x˙1 = −ax2 − ax3
√
u+ ax4
x˙2 = −b(u− x1)− cx2|x2|
x˙3 = 0
x˙4 = 0
y = x2
�����
�� a�b�c ���� ��� ���������� �� u ��� ������ ��������� �� ���� �� ��������� ����� �
˙¯x = A(u)x¯+B(u, y)u
y = Cx¯
�����
���� ��� �������� �
A(u) =

0 −a −a√u a
b 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 �����
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
B(u, y) =

0
−bu− cy|y|
0
0
 ������
C =
�
0 1 0 0
�
������
��� �������� ����� �� ������ ������� ���� ������������ � ������ �� �� ������� �������������
������ ��� ����� ������ �������� �� ����� ��
Ak Bk
0 I
�
= exp
�
TS
�
A(k) B(k)
0 0
��
. ������
�� 0 ������� ��� ������� ������ ����� �� I ��� ���������� ������������ ��� ���� ���� ���
���������� ����������� �� TS ������� �� ��� ������������������
�� ��������� ��� ��������� ������� �� ����������� ��� ��������� ���� ��� ���������� �� ���
������ R �� γ� �� ������� ��� ������ ��� ������� ���������� ��� ���������� �� ������� �� ��
�������������� ����� ���� �������� ���� ������������ �� ������������ �� �������� ������������
��������� ������ ��������� ������
a 4.896 · 104 ����� 0.1%
b 42.048 Umin ���
c 3.924 · 10−4 Umax ���
γ 0.998 U˙max �
R 1 Ts 0.2
α 3 · 10−5 N 4
����� ��� � ������� ��� ���������� �� �������� �� ������������� �� �� ��������
����� �����������
�� ���������� �� �������� �������������� ���� �������� ����������� �� ��� ����������� ���
��� �������� ���� ������ ����� � � �� ���������� �������� ���� ��� ���������� ��������� x0 =
[6, 4 · 10−3, 0, 4 · 10−3]T � ���� � t = 8 min� x3 ��� ������ �� 0 � 4 · 10−5� �� ���� ��� x4
���� ��� �� ����������� �� ���� ��� ����������� ������� ���� �� ������� �� ����� ����� ��������
��� ������ � �� ������ �������� ����������� �������� � 0.1% �� y� �� ���� ��������� ��������
�������� ����� ��� �� ������ ���� �� ����� �� ��� ������ ��� �� ����� ���� ��� ������ ��� ��������
��� ������� ������������ ��� ��� ����� x1 �� x2 �� ��� ����� ������� �� x3 �� x4�
���� ���������� ����� �� ������ ��
0 1 2 3 42.98
3
3.02
Pas de temps
Entrée persistante optimale
u
0 5 10 15 20
3.995
4
4.005
x 10 3
t [min]
Sortie du système avec et sans bruit
y bruitée
y
������ ��� � ������� ����������� �������� �� ������ �������
0 5 10 15 20
-0.05
0
0.05
Erreurs sur les états x1 et x2 
0 5 10 15 20
0
5x 10
-6
t [min]
Erreur sur X1
Erreur sur X2
-5
0 5 10 15 20
-2
0
2
4
x 10-5
États estimés de x3 et x4 
0 5 10 15 203.96
3.98
4
4.02
4.04
4.06
4.08
x 10-3
t [min]
xe3
x3
xe4
x4
������ ��� � ������� ��� ��� ����� x1 �� x2 �� ������� ��� ����� x3 �� x4
�������� ������� ������������ ������� ���� �������� �� ������� ��� ������� ��� ����������
�� �������������� � �� ����� ��������������� α �� �� ������ �� ��� �� ����� �� �� ������� ��
�������� N � ��� ����������� ��� ����� ����� �������� ����������� �� ������������ �� x3 ���
������� � ��������� �� �������� ���� �� ����� ��� ���� ��������� ������ Gα = αN � �� �����������
������� �� ����� �������� ������� ��������� �� �������� ���� ����� ���� � ��� ������������ ��
�������� ����������� �������������
��� ���������� ������� ������������� ��� ������� �� �� ����� ��� ���� �������� ���� ��
����� ���� �� �������� ������ ��� ����� �������� ���� ��� ��������� �� �� ����� ����
Gα ������ ����������� ������� ������� �
7.5 · 10−6 2 · 10−4 1.5753 · 10−5 �
7.5 · 10−6 7.1756 · 10−5 4.1115 · 10−5 �
3.75 · 10−6 1.0116 · 10−4 3.0666 · 10−5 �
3.75 · 10−6 3.5881 · 10−5 7.9278 · 10−5 �
1.875 · 10−6 5.0605 · 10−5 5.9010 · 10−5 �
1.875 · 10−6 1.7942 · 10−5 1.5470 · 10−4 �
����� ��� � Gα �� �������� ����������� ��� X3
�� ��������� � �� ���� �� ������� �� �������� � ���� ��� ����� ���������
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
0 1 2 3 42.98
3
3.02
Entrée calculée sur 4 pas de temps
u1
0 1 2 3 4
2.99
3
3.01 u2
0 1 2 3 4
2.995
3
3.005
3.01
Pas de temps
u3
0 2 4 6 8
2.99
3
3.01
Entrée calculée sur 8 pas de temps
0 2 4 6 8
2.995
3
3.005
0 2 4 6 8
2.995
3
3.005
Pas de temps
u6
u4
u5
������ ��� � ������� ������������ ���� ��� ���������� �� �� ����� ���
����� �� ���� ���������� ��� ��������� �� ������ ����������� �� �������� � ��� ������ ����
����� �� �������� �� ���������� ��������
��� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������
���� ����� �������� ������� ��� �������� �������� ����� �� ������ ���� ��� ��������� ��
������ ���� �� ������� ������ ���� ���������� ���� ����������� ��� �������� ���� �� �� �����
������ �� ����� �� �������� � ��� ��� ��������� ������� ���������� ��� ��� �� �������� �������
�� ������� ����� ���������������� ��� �� ������� �� ����� �������� α1 > 0 ���� �� ���� ������
������ ������ �� �������� Γ ��� ��� ������� �� ����� γ ����� �������� ��������
������ ��� �� �������� �� �������� ��� ��� ������� ��� �������� ���� �� ������ �� ��� ��
��������� �� ���������� �� ������� �� �� �������� �������� � ������ ��� �� ������ ���� �� ���
����������� �� ����� ��������� �� Γ� ������� ��������� �� ������ α1� ���� ��� �� ���� ��������� ��
���� �������� ����� ������ ��� �������� ��������� Uk ��� ��� ������� �� ����� ����� ��������
�� �� �������� σMAX ��� ��������� �� ��������� ������� � ���� �� ���� �� �������� ����� σ �� ��
������� �� ��������� ������� ���� ���������� �� ����� � σMAX �
����������� �� ����������� ��� ��������� ��������� ����� ������� ��������� �� ��������
2σMAX � �� ��������� ������ �� ���� ���������� � ���� ���������� ��� �� ���� ��� �� ���� ��� �����
������� �� ��������� ���� ������������� ��� �������� ������� ����� ���� �� ���� ����� ��������
���� �� ������� �� �������� 2σMAX � �� ����� ��� �������� ������� �� ��������� ��� �� ��������
��� ������� �� ��� �� � ������ ��� �� ������� �� �������� ��� �������������� ��� ������ Γi
�� ��� ������ ���� ��������� ���� ������������ ��� �������� �� �� ��������� ��� �������� ��
���� �������� ��� �� ������� �� �������� 2σMAX ������ �������� �� ����� �� �������������
��������
�� �� ����� ��������� ����� ����������� ����� ������ ������ ����������� �� ������ ���� ������� ����� �������
������ ������ ������� ��� ���� ��������� ���� ���� ����������� ����� ������ ����������� ���� �������� ���� ��
���� ��� ����������� ������������ �� ����� ����� ���������� � ���������� ��� ������� ������������
���� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������ ��
Γ Γ2 Γ3 Γ4
σM A X σM A X
σMAX
La couleur représente
quand le grammien 
approprié satisfait la 
borne inférieure.
1 TS
������ ��� � ����������� �� �� ��������� �� �������� ��� ��� ������� �� 2σMAX �� ���������
����������������� �� ������������ �� ���� ��� �� ��������� �������� ����� �
��������� ���� ���� ���� �������� ����������� �� ������� �������������� A �� B� �� λA ���
�� ���� ������ ������ ������� �� A� λB �� ���� ������ ������ ������ �� B �� λAB �� ���� ������
������ ������ �� (A+B) ����� �
max(λA,λB) ≤ λAB, ������
�� �� ����� �� ����� ���������� ��� ������� ������� �� �������� ���� ��� ������� ��
�������� 2σMAX �� ���� �������� ���������� ���� ��������� ���� �������� ���� ��� ��������
�������� σMAX �
����� ���������� ���������
������������� �������� ��� ���������� ��� � ��� ��� �� ��������� ��� ������� ������� ��
�������� ��� ���� ������������� ���� ��� ���� �� ���������� �� ������� ���� ��� ������ ��
�� ����� −q2(λi − λ0i)� �� λi ������� �� i��� ������ ������� �� λ0i ����� ������� �� ��������
�� ���� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ������ �� ���� ��� �� ��� ������ ������ �� ���� ���
���� ��������� � �� ����� ������������� ���� �� ������� ��� ����� ����� ��� �� ���� ���� ����
���������� �� ���� �������� �� ��������� ����� ������ �������
��� ����������� �� ����������� �� ������������� �������������� ��� ������� �������
����������� � α1 ��� �������� �� �������� � ������ ��� ���� ���� ����������� � α1 �� ���������
��� ����������� �� �� ����� q(α1−λ0i)3 �
������� ����� ���� ����� ������ ����� �������� ������ �� ��������� uref �� �������� � �������
������� �� ����� ������ ����������� �� �������� �� ���� ����� � ����������� ����� ���������
��������� ���������� �� ����� q1(uref − uk)2 ���� ���� ������ ���� �� ��������
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
�� ��������� q1 ���� ���� ������ ���� ���� ����� ��� q2 �� q3 ���� ������ ��������������
��������� ��� ��� ������� ��������
����������� ������������ �������������� ���� ����� ����� ������ ��� ������� ��� ���������
����� �
� ��� ������ ������� �������� Umax �� �������� Umin ���� ������ ������� �� ��
�������� �������� �
� ��� ��������� ������� �������� δUmax ����� ���� ������� �������������
�� ������� �� ������� � ��������� ���� ���� ������� ����� �
min
uk
[q1(uref − uk)2 +
n�
i=1
−q2(λi − λ0i)q(α1−λ0i)3 ]
����
Umin < uk < Umax,
|uk−1 − uk|
TS
< δUmax,
u−1 = uref ,
������
��� q1� q2 �� q3 ���� ��� ����� �������� � ������� ���������������� ���� ��������� �� ������������
���� ��������� ��� ���� q1 ���� ���� ����� ��� q2 �� q3�� λi ������ λ0i� ���� ��� ������� �������
�� �������� ��������� ���� �������� uk � ��������� �� ��� k ������ ���� uk = uk−1�� �� uref
��� �������� �� ����������
����� ������ ���� ��� ������� ������� �� �������� ������� ���� ����������� � �� ����� ����
������ �� ����������� � α1� ����� �� ������� ��� ������������� � ������� �� ������� ������� ��������
�� �� ��������� ��������� �� ������� ��� ��������� ���� ���� �� ����������� ����� ������ ���
�������� �� ������� �������� ����� � σMAX ��� ����������� ����� �� �������� �� �� ������� ��
������� ����
����� ������� ����������
����� ���� �� ���������� ���������� �� ������� �� ������� ��� � �� ��������� �� ������ ��
������������ �� ���������� ��� �� �������� ��� ���� �������� ���� �� �������� �� ��� ���������
�������������� ������������� �� ������� ������ x = [x1, x2, x3, x4, x5] ���� �
x˙1 = −ax2 − ax3
√
u+ ax4
x˙2 = −bx1 − cx2|x2|x5 − bu
x˙3 = 0
x˙4 = 0
x˙5 = 0
y = x2
������
���� ���������� ����� �� ������ ���� ��������� �� �� ������ ��
�� ������ ���� ���� �������� ���� �� ����� �� �������������� ������� ����� ���� �
˙¯x = A(u, y)x¯+Bu, y = Cx¯ ������
���� ��� �������� �
A(u, y) =

0 −a −a√u a 0
b 0 0 0 −cy|y|
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
 ������
B =

0
−b
0
0
0
 ������
C =
�
0 1 0 0 0
�
� ������ �� ����� ��������������� ���������� ������ ��� ������� �� ���� ��� ��� �������
������������ ��� ���������������� ������ ��� ���� ������������
��� �������� ������ �� ������ ���� ������������ �� ��������� ���������� ������ ���� y(t) �� u(t)
���������� ����� ���������� ����� ��� �������� k �� k + 1 �� ����������� �� ����� ��������
���������� ����������
����� ��������� ��������������� ������������ ���� ��������� ��� ����������� ��������� ��
�������� �� �������� �� �������� ���������� ��� �� ��������� �� ����� ��������� �� ��������� �
uk ⊂ [Umin, Umax] ���� k = [0, 2, ..., N − 1]
�� �������� ���������� ��� ��� �� ������ ������� �� �� ������� �� ��������� ���� ��������
��� �� ��������� ������� ����� ���� �������� ����������� �� �������� uk� ������� ��� TS � ����
���� ��������� |U˙max|� ���� �
|ui+1 − ui| < |U˙max|TS ���� i = [0, 2, ..., N − 2]
�� �������� ���������� ��� �� ��������� �������� �� �������� � ����� �������� ��� ��������
�� ������ � ������ ��� �� ����� ���� ���� ���� ����������� ���� �� ��������� ���� ���� ����
������� ���� �� ����� ����������������� TS �� �������� �� ����� ����� ��� ���������� �� ����
���� ������������� ��� ���� ��������� �� ���� ��� ���� ������� �� ����� ������������� �� �������
������ ���� ��� �������� �� �� ��������� �������� ��� ���� ������ ��� ��������� �� ������������
������������������ ��� �������� ���������� ����������� ����� ����������
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �� ��������
��������� ������ ��������� ������
a 4.896 · 104 ����� 0.1%
b 42.048 Umin ���
c 3.924 · 10−4 Umax ���
γ 0.999 U˙max �
R 1 Ts 0.5
����� ��� � ������� ��� ���������� �� �������� �� ������������� �� �� ��������
����� �����������
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x2 xe2-
-
������ ��� � ������ �������� ������ ����������� �� ������ ������������
�� �������� �������������� ��� ������ �� ��������� �� �������� ������� �� ����������� � �
�� ������ ��� ����������� ��� ��� ��������� ���� �� ���� ��������� ��� ������� �������� ���� ���
���������� �� ������� �� ������������� �� ������������� ������� ���� �������� ���� �� �����
���� ��� ������� ��� ��� �������� � ������ �� ��������� ������� �� ������ ���� ���� ������������
�������� ���� ��� ����������� �����������
��� ������ ��� �� ��� ���������� ��� ��������� �� �� ���������� �� �������� ������������� ��
������������� ���� ��� ������� �� ���� ���� ���� t = 50 mins �� ���������� ��� ������ ���
��� ��������� x3� x4 �� x5 ��� ����� ��� �� ������ ����� ��������� �� ��� ������� �� ������ ���
���������� ��� ��� ������ ���������� ����������
������� ��� ������� ������������� �������� ����������������� ���� ��� ����� ����� �� �������
� ������ �� �� ������ ������� �0.1% �� ����� ����� ����������
�� ����� ��� ������ �� ������ ���� �� ���� ����� �� �� ������ �������� ������� ��� ��������
��������������� �� �������� ��� ���������� ������� ��� �������� ��� ��������� ���� ��������
���� �� ����� ����
���� ����������� ��
0 50 100 150
0
2
4
6
x 10
−5
x
3
xe
3
0 50 100 150
4
4.05
4.1
x 10
−3
t [mins]
x
4
xe
4
0 50 100 150
0.018
0.02
0.022
0.024
t [mins]
x5
xe5
50 100 150 200 25040
60
80
100
120
140
Nombre de pas de temps par fenêtre
Fenêtre du grammien
������ ��� � ����� ������� �� ������ ��� �������� ��� ���������
���������� ������� �����������
α 10−3 ����� ���������� �� ��������
q1 10
−3 ����� ��� ��������� ��������
q2 10
8 ����� ��� �� ��������� ��� ������� �������
q3 10
3 ����� ��� �� ���� �� ��������������� ��� ������� �������
R � ������� ��� ������������ ���������� ������ ��������
γ ����� ����������� �� �� ������� �� �����������
����� ��� � ���������� �� ������� �� ������������ �� �� �������������
����������� ��� ����������� �������� ��� �������� ������� ��� �������������� ��� �����������
�� ������������� ������ ���� � ������� ��� ����� �� �������� ���� ��� ������������ ��� �������
�� ����� ���� ����� ��������� �� �������� ���� ���� ���������������� ������ �� �������� �������
��� �����������
���� �� �������� ������ ���� �� ���� ��� �� ����������� �������������� ���� �������� ��
���� ���� �� ������ ������ �� ��������� ���� ����������� ��� ��� �������� ���� ���������� ���
������� ������������ ����� ��� �� �������� ����������������
�� ������� ��� �� ���������� ��� ���������� ��� �������� ����� �� ������ �� ��� ���� ��
�������� ����������� ����� ��� �� �������� ������� ��� �������� ����� �� ������ ���� ���������
�� �� ������ ���� ���� ���� ������ �� ������
���� ��� ���� ������������ ��� �������� ����������� �� ��� ����������� ���� ���������
������������ ��� ��� ��������� ���� �� ������� ��� ������������� � �� ��������� �� ����� ������
������ �� �������� ��
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��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �����
��������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ����������
���� �� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �������� �� ���� �� ����� �� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ���������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������������
���� ����� �� �� �������� ��������� ��� ����� �� ������� �� ������ ������� ���� ��������
������ � ���� �� �������� ���������������� ��� ����������� ���� ���� �� �������� ��� �������
����������� ��� ������������ �� ����� �������������� ����� ��� ����� ���� ����������� ���
������������ ����� �� ��� ���� ���� ������� ��� ����� ���� �� ��������� ����� �� ������ ����
������������ �������� ������������� �������� �� �������� � ��� ���������� ������ ��� ��������
���� �� ��������� �� �������� ���� ����� ���� �������� ����� �� �������� �� ��������
�������� ���� ���������� �� ���� ��������������
���� �� ������� ������ ������ ��� �������� ���� ��� �������� ����� �� ������ � ������������
������������� ���� ����������� ���������� �� �������� �� ����������� �� ������������� ��������
���� �� �������� ������ �� �������� ������� �� ��� �������� ������� ���� ���� ���� ��
��� �� �������� ���������� ����� �� ������ ����� ���� ���������� �� ���������� ��� ��
�������� ���������� �� ��������� �� �������� ���� �� �� �������� ���� ������������ ���� ������
�� ������������� �� ������ ��������� �� ����� ���� ��� ���������
��
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
����������� ����������� ��� ���� ��� ����������� ���������� ���� ������ �������������
��� ��� ��������� ���� �� ���� ����������� � �� ��������� �� ������ ��� ���� �������� ���� ��
������� �� �������� ��
��� ������������ ��������������� ��� �������� �� ����������
�� ������������� ���������
����� �������� �������
���� �� ���������� �� �������� ��� ��� ������ �� �������� ����� ��������� ��� ����������
���� �� ����� �
x˙(t) = A(u(t), v(t))x(t) + f(x(t), u(t), v(t))
y(t) = Cx(t)
�����
�� x ∈ RN ������ �� ������� ��� ������ u ∈ Rm ��� ������ �� �������� ��� ���� ����
�������� ���� �� ���������� �� �������������� y ∈ R �� �������� �������� �� v ∈ Rq ��������
������� ��� ������� ���� �������� ���� ������������� ��������� t �� y(t) ��� ���������
��������� ��� �A(u, v)� ≤ a(u) ���� ���� u, v� �� a(u) ∈ C∞� ��������� ����� ��� f ���
����������� ��������� �� x� ������������ �� u, v� ���� ��� ��������� γ�
�� ������� ����� � ��������� ��� ��� �� ������� ���� � ������ �������� ��� ������� ���� ���
������� ��������������� ��� ������ ����������������� ���������� ������ ��������� ���������
����� �� �� �������� �� ��� ���� ��� ���������� ��������� �� ����������� ������� ���� �� �����
�������� ������ ���� ���� ��� ���� �
˙ˆx(t) = A(u(t), v(t))xˆ(t)
+ f(xˆ(t), u(t), v(t))− Λ(λ)P (t)CTW−1(Cxˆ(t)− y(t));
P˙ (t) = λ[σP (t) + P (t)AT (u(t), v(t)) +A(u(t), v(t))P (t)
− P (t)CTW−1CP (t)];
P (0) � 0;
�����
���� ��� ���������� �� ������� �������� σ� λ �� ��� ������� �������������� Λ ����������� ��
� ������� ����� ��������
���� �� ��� �� f(x, u, v) = f(u, v) ��� �������� λ ���� ���� ���� � 1� Λ � �� ������� ��������
I� �� �� ������� ������������� �� ������ ����� ������� �������� ���� ����
�� A� f ��������� �� ��������� ���� �� ������ ����� ����� ����� ����� ������� �� �����������
���� ����� �� λ ��� ���������� ����� � �� Λ ��� ������� ��������� ���� ��� �������� ���������
���������� �� ���������� �� λ ����� �� ������� ����� ���� ����� ���� �� ����������� �� λ = 1�
Λ = I �� σ ��� ������ ����� ����� �����
���� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �������������
��������� ��
���� ���� ��� ���� �� �� �������� ��� ������ ��������� �� ��������� �� ���������� ���� ��
����������� �� ������������� ��� �������� � ��� �������� �� �������� ������ � ������ �� P−1�
�� ����������� �� �������� ��� ������ � ��� ���������� ���������� �� ���������
�� ��������� ����� ����� ��� �������� ������� ����� ��� �������� u� �� �������� ��������
������ �� ���������� �� �� �������� �� ��������� ���� �� ���� ��� u ���� ���� ������ ����
��� P−1 ����� �������
�� ��� ����� ������ ������ �������������� � ��� �������� ������������� �� ��������� ���� ����
���� ������� ��� ��� �������� �� �������� ��������� �� ���������� P � ���� ���������� P−1�
�� ���� ���� ���� �� ������ ������ �� ��������� �� �������� �� ���� ������ ����������� ��
��������� ��� �������� �� ���� ������������ �� ���� ����������� �������� ����������� ��� u�
����� ��� ��� ����������� ���������� ��� P �� ���������� ���� ������� ���� �������� �� ���������
�� ���������������
�� ����� ������ ���� ������� ����� ������� �� �������� ������������ �� �������� ��������
���� ���� ������ �� �� ���� �������� ��� ������ �������������� ���� ����������� � ��� �����
���� �������� �� ��������� ��� ����� ��� �� ����������� ���� ����� �� �� �������� �� P˙
����� ��� ������ ��������� ����������� �� ����������� �� ���� ���� �������� ���� ������������ ��
��������� �� ������������� ���� ��� �������� ����������� �� ��������� �� �� �� �������� ���
P ���������� ��� �������� ����������� ��� ������ ������� ����������
�������� ���� ������� ������ �� ��� ���� �
����������� ���� �� ��������� �� ������� �� �� ����� ������ �� �� ������� ��� ���� ��
λ �� �� σ ������ �� ������ �� ������� u ���������� ��� ��� ����� ��� �� ����������� ���� ��
������� ����� �� �������� ������� P�� ����� ��� ����� ������ ���������� ���� �� ������� ��� ��
���������� [0, T ]� �� ��������� �� �������� �� �� ����� �
min
u
� T
0
[ρ�u(s)�2 + �P (s)�2]ds
����� ��� ��������� �����, P ∈ P, �� u ∈ U
�����
���� U ���������� ��� ������� ������������ �� ρ > 0�
���� �� ��� �� f(x, u, v) = f(u, v)� ��� ����������� ��� P �� ��������� � ��� ����� �����������
������� ���� �� ��� λ ���� ������ �� �� �� ���� ��� �� ����� ���������� ��� P ��� �������� ����
�� σ ����� ����� ����� a(u) ��� ����� ����� ��� ������� ������
��� ����������� ���������� �� ��������� ���������� ���� ������������� ������������� �����
������� ������ ���� ���� ��� ��������
���� �� ��� �� f ������ �� x ����� ����� λ����������� ���� A� f ������������ �� ����������
����� ������ �� ���� ���������� ��� ���������� ������������� ��� P ���� �������� �� ���������
�� �������������� ��� ���� ��� ������� ���� �� �� ����� �
γ2P 2 − λσP + I < 0, �����
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
���� λσ > 2γ ���� �� ����������� �� ��������� �� P (0) ������ ���� ���������� ������ ���� �� ����
�� ����� ���������� ��� P ��� ������ �������� ��� �� ����� ��������� �� σ� ������ ��� �� �����
���������� ��� �������� ��� ������ �� �� ���� ����� ���������� V (e) = eTΛ−1P−1Λ−1e �����
��� �������� ��������� �� �������� ���� �� ��������� �� �������� ���� e := xˆ− x� � ������
�� ������� �������� �� ������� �� ���� ��� �
V˙ ≤ −λσV + 2eTΛ−1P−1Λ−1Δf
�� Δf = f(xˆ, u, v)− f(x, u, v)�
�� ����� ���� ������� ������� �
V˙ ≤ −λσV + eTΛ−1P−1P−1Λ−1e+ΔfTΛ−2Δf
�� �� ��������� ��������� �� ������������� ����� ���� ��������� �� ��� �������� �� ������� �
V˙ ≤ −λσV + eTΛ−1P−1P−1Λ−1e+ γ2�Λ−1e�2.
����������� ����� �������� ��� �
−λσP−1 + P−1P−1 + γ2I < 0
��� ����� �� ����������� ���� ���� �� �������� ������������ e ���� ��� ��������� ��������� ��
�������� �����
������ ��� ���� ����������� ���� �� �������� �� ����������� ���� �������� ������� ���� ����
��������� ��� ��� ��������� ���������� ��� ��������� ����������� ���� ��� ������� �������
Tu�� � ������� � ������ ���� ��������� ����� �� ��������� �� ��������������� �� ��� �����������
�������������� ��� ��� ���������� �� ����� �������
���� ������� ������ �������� �������� ��������� ���� �� ���������� �� ���������� ���� ����
k ≥ 0 �
minuk
� (k+1)Tu
kTu
�
ρ�u�2 + �P (s)�2� ds
sous (3.2), P ∈ P, etu ∈ U
�����
�� ���� ���������� ��� ������� ���� ��� ���������� �� ��������� ������ ��� ���������� ���
�������� ��� ������� U ���� �� ������ ��� ��� ���������� �� �� ����� �ui� ≤ Uimax ���� �����
������ ui �� ������� u�
��� ������� �� ����������� ��� P � ����� ���� �������� �� �� ������ ��������� �� �������
��������� ����� ������� �������������
�� �� ���� �������� �� ����� �� λ ������ ����� �� �� ����� �� �������� ������ ��� σ ����
���� ������ ����� ����� ��� ������� � �� ����� ���������� �� a(u)�
�� ��������� ρ ���� �� ������� ��� �� ��������� �� ����� ���������� ��� �� �������� ���
������ ����� ����� ���� ��������� �� ������������ �� P �
���� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �������������
��������� ��
��������� ���������� �� �������� �������� ����� �������� �������� v(t) ���� ��� ����������
�� P � ���������������� �� �� ��������� �������������� ��������� ����� ����� ����� kTu� v(s)
���� ������ ��� s ∈ [kTu, (k+ 1)Tu]� ���� ���� k ≥ 0� �� �� ����� ��� �� ���� �� ���� ���� ������
��� �� ������ �������� ������� 0 �� 1�
������ ���� ����� ��������� ���������� �� ���� �� ������������� ����� ���� ���� ���������
�� �������� ��� �������� � �� � ������� ������������� �� �������� ��������������� ��� �������
�������� ����� �� ������ �� ����� ���� �� ������ �� ��� ����� ��������������� �����������������
���� � ���� �� ���� ���� �� ��� ��� ��������� �� ����� �� ������� �� �� ������� ����� �� ������
� �� ������� ���� �� ������� �� ���� �� ���� �������� �������� ������� � ��������� ��� ����������
�� ������� ���� �������������� ����� �������� ���� ��������� �� ������� ���� �� ���������� ����
����� ������� �����������
���� ��������� ���������� �������� ���������� ����������� �� ������� �� ������� ��������
������ � �� ��������� �� ������� ��� ���� ������ ���� �� ������ 2 �� �� ���������� ���� �����
�������� ������ �� �� �� ���������� ����� �� ������� �����������
�� ������� ��� ������� �� ������ ������ x = [x1, x2, x3, x4]T � ��� ������� y = x1� ���
������ �� u� ��� ���������� ��� ����� ���� �������� ��� ��� ��������� ��������� �
x˙1 = a(x2 − u)− by|y|x3
x˙2 = c(v − y −
√
ux4)
x˙3 = 0
x˙4 = 0
�����
���� v = f(u, x2) = −12
�
θ −�θ2 − 4d(e+ x2 − u)� �� v ��� �������� ��� ���� ����� �� ��
��� ����� �������� ����� ���� ��� ��� ���� �� �����������
• ��� (i) � �� v ��� ��� ������� ����� �� ������� �� ������� ���� ����� ����������� �
x˙ = A1(u, y) +B1(u, y, v)
y = C1x
�����
���� �
A1(u, y) =

0 a −by|y| 0
0 0 0 c
√
u
0 0 0 0
0 0 0 0
 , B1(u, y, v) =

−au
c(v − y)
0
0
 , �� C1 = �1 0 0 0� �����
���� �� ���� �� ������� �� ����������� ��������� �� ���� ������ ���� ��������� � ������
��� ��������� ������ ���� ��� ������� λ = 1 �� Λ = I�
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
• ��� (ii) � �� v ����� ��� �������� ����� �� ������ ������� �
x˙ = A2(u, y) +B2(u, y, x)
y = C2x
�����
���� �
A2 = A1, C2 = C1 �� B2(u, y, x) =

−au
c(f(u, x2)− y)
0
0
 ������
���� �� ���� ������������� � ������ ����� ��������� ���� ������ ������ ���� ���� λ �����
������ ����� ���� ����� �� ����� ���� λ = 1 �� σ ����� ����� ������ ���� ������
���� ��� ���� ���� �� �������� ��� ��������������� ������ �� ��������� �� ���� ����������
��������� �������� ���� ���� ���������
�� �������� ���� �������� ��������� ����������� ��� ���� ��������� �� ����� ������� ����
��������� �� �������� ����
�� ����� ��� ������ ��� ������� ���������� ��� ���������� �� ������� ���� ��� ���� ����
������� �������
a 3.9240 · 10−4
b 2.2043 · 103
c 4.8960 · 104
d 2.7883 · 10−6
e −2.73 · 101
θ 1.91 · 10−4
����� ��� � ���������� ��������� �� �������
���� ������ ��� �� ������� ���� �� �� ��������� ����������� �x1 = 4.3 · 10−3� �� � t = 500s
��� ����� x3 �� x4 �������� ����������� � ����� ���� ������ ��� �� �������� ���� �� ��������
�� �������� ����� ����� ��� ������������� ������ � ������� ��� ��������� �������� ���� ��� ����
������������ σ = 0.01� R = 1 · 10−9� Q = 1 · 10−13I� ������ ��� λ = 1 ���� �� ��� (i) ��
λ = 1.05 ���� �� ��� (ii)�
������������� ��� ����� ��� �� ��� �������� ��� ������� ��� ����������� �������� ���� ���
������ �� ���� ���� ��� �� ����������� ��� ���� ��������� �������� �������������� ������� ���
���������� �������������� ���� �� ���� ���� �� ����� ��� ���� ����������� ���� � Umin = 3.1 ��
Umax = 3.7�� �� ���� �� ���� ������ �� ������ �� ������ ������ �������� �� P � �� ��������
������� ��� ������ ���� �� ���� �� �� �����������
�� ����� ���������� ���� �� ��� (ii)� ��� ����� ��� �� ��� �������� �������� ������������ ���
���� ������������ ��������������� ��� �������� �� ���������� �� �������������
��������� ��
����� �� �� ����� ��� �������� �������� �������� �� ��� ������� ������� ��������� �� �� �������
P ���������������
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λMAX(P )
������ ��� � ������ �������� �� ������� ������� ��������� �� P ���� �� ��� (ii)�
��� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� ��
������������� �� �� ��������
���� ����� ������� �� ������ ��� ���� �� ��� �� ������� ���������� ���� �� �������
�� ����������� ���������� �������������� �� �������� ���� ����� �� �������� �� ���� ��
�������������� �� ���� ������� ��� ������ ������������ ��������� ��������� ��� ��� ���������
���������� �� ����������� �� �������� ������������ ���� ����� ��� �������� ��� ������������ ��
���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��
�������� ��
������������� ��� ������� �� ����� �� ������� ������� ���� �� ������ �� ���� ��� ������
�� �� ���� ��� ��� �� ��������� �� ������������� �� ������ �� ����� ������� ���� ����� ���
���������� �� ���������� ��� ������� �� ������ �� �� ������� �� �������� ��������������� ����
�������� �� ��������� �� ��������������
��������� ���������� �� �������� �������� ��� �������� ������ ��������� ���� ����������
�� ���������� ������� �� ������� �������� ����������� �������� �����������
���������� ������������ ���� �������� ��� �� ������� ������ �� ����� ������� �� ��� ���
������� �� ����������� ������������ ��� ������������ ����������������
����� �������� �� ���� �� ����� �� ��������
����������� ��� �������� �������� �� �� ����� �������� �
xk+1 = A(uk)xk +B(uk) + wk
yk = C(uk)xk + vk
������
�� x ∈ IRn ������� �� ������� ������� u ∈ IRm �� ������� �� ��������� ��������� ��������
��� ������� ���� ��������� ���� �� ���������� �� ������������� �� y ∈ IR �� �������� �� ������
�������� ��� ������ w ∈ IRn �� v ∈ IR ���� ������� �� ������� ����� ��� ��������� �� ��� ���
�������� �� ���������� ������� Q �� R ���������������
���� �� ���� �� ��������� ��� �������� �������� ������ ������ �� ������� �������� �������
���� �� ����� �� ��������������� ���� ���� ������� ����� ������� ����� �
xk+1 = Akxk +Bk + wk
yk = Ckxk + vk
������
�� Ak � Bk �� Ck ���� �������� ������� ������ �� ��� ��� ������� �� uk ����� �� ��� ��������
�� ��� ���� ��������� ��� ������� � ����� �����������
����� ���� ������ ��� ����������� ����������� �� ������� ���� � ������ �������� ��� ������� ��
��������������� ����� ��� �������� �� ��� ������ ������� �������������� ������� ���� ����������� �
������ �� �������� ���� Γ ��� ��� ������� [k−σ, k] ����� �������� ������ �� �� ���� ���������
������ ���� ���������� �� �������� ��� ������
�� ���������� �� �������� ��� ������������ ��� ������� � u� ����� �� ������ �� �������� ���
���� U ��������� ��� ������������ �� ��������� λmin(Γ(k,σ)) ≥ α1� �� �������� ���������������
�� ���������� �� �� �������� �� ��������� �� ����� �� �� ���� ��� u ���� ���� ������ �� �����
����� ��� Γ(k,σ) ����� ������
�� �� ������� ������ ��� ������ ��� ��� ������ ����������� u �u ∈ U�� ����� �� ����� �� ������
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
���� �� ������� ���� �������� ���� �� ����� �������� ������ �
�������� ��� ������� �� ������ ���� ��� �������� ����� �� ��������
���� ����� �������� �������� ������ ������������� ����������� Uk �������� �� ������� ������
� ������ �� ������� �� ������� ������� �
xˆk+1 = Akxˆk +Bk +AkKk(yk − Cxˆk)
Kk = PkC
T
k (CkPkC
T
k +R)
−1
Pk+1 = Ak(Pk −KkCkPk)ATk +Q
P0 = P
T
0 � 0, R = RT � 0, Q = QT � 0
������
��� �� ����� ������� ���� �� ������� �������
�������� � ���� �� ����� �� ������ ��������� �� ������� Q ��� ����������� ��������� ��
���� �� ��� �� ����� �A� Q1/2� ���� ���� ����������� ���� ���� k� ���� �� ��������� �� �������
��� Q ��� ����� ������� �� ��� �������� �� �������������� �� �� ����� �A� Q� ���� ���� k�
���������� ��� ��������� ������ ��� �� �������� �� �������� �������������� ��� ��������
�� ����� �� �� ���������� �� �� ������� �������� ������������ Pk ���� ��� �
min
xˆ
E{(xk − xˆk)T (xk − xˆk)}. ������
�� �������� �������� �� �� �������� ���������� ������� ���� �� ����� ��� �������� �� ��������
u� ����� �������� �������� ������ �� ������� ��� ������ �������� ����������� u¯ ∈ U¯ ∈ U ���
�������� ���������� ������� �� U¯ ��� ���������� ��� ������� ��������� �� ������������� ����
���� � �� ������� �������� �������������� �
min
u¯
min
xˆk
E{(xk − xˆk)T (xk − xˆk)} ������
�� �������� �� �� ������� �������� ����� ��� ������ �������� ���� �� ����� ������� ���
������� ��� ������ w �� v�
���� � ��� �������� �������� ���� ���������� ��� ������ �������� ��� �������� ��������
����� �� �� ������� �� ������� � ��� ��������� ���� ����� ����� ���� ��� ��������� ���� ����
������ ��� ���� ����� ��� �� ����� �� ������ ������� ���� ������ �������� �� ������������
����� ��� ���� �� ������� �� ������� ��� ��������� ��� ���� ������ �� �������� ���������������
�� �� ����������� �� ������� ��������
���� ������� ������� ��� �������� �� �������� ������� �� ��������� �� �������� �� ����
����� ��������� �� ����� �������� ��� ��� ������� �� ����� ��������� ���� ��� ����������
����������� �������� ����� ���� ����� ����� ��� ���� ���� �� �������� �
min
u0...uN−1
qTr(Pk+N ) +
k+N−1�
l=k
{Tr(Pl) + r
2
�ul�2} ������
���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��
�������� ��
���� ��� ���������� ��������� �
Pl+1 = AlPlA
T
l −AlPlCTl (ClPlCTl +R)−1ClPlATl +Q ������
Wl = A
T
l Wl+1Al + C
T
l Cl ������
���� �� ��������� ��� �� �������� �� ��� ���������� ������� �
Pk = P
T
k � 0 ������
Wk = 0 ������
− det(Wk+N − αId) ≤ 0, α > 0 ������
�������� ���� �� ������� �� �� ������� �������������� N ���� ���� ���������� ������ ����
�������� �� �������������� �� ���� ��� ����� ������������ �� �� ������� PN
�������� ���� ��������� �� ������ ��� ��������� ���� ������� ��� ������ �������� ������� ��
����� �� �������� �� �� �������� ������� � ��� ������ �������� ����������� ��������� ���������
�������� ���� ���� �� �������� ������� ������������ �� ������������ �� ���� ���� Pk = P0
�� P0 � 0� ���� ���� ��� ������ �� ����� Pk = P ∗k+1 ���� �������� ∗ ���� �������� �� �������
�����������
�� ��������� �� ��������� ���������� ���� ����� ����������� ���� ���� ������� ���� �� �������
���� �������� �
Lc = qTr(Pk+N ) +
k+N−1�
l=k
{Tr(Pl) + r
2
�ul�2}+ 1
2c
((max(0, pi + cI(Wk)))
2 − (pi)2) ������
�� pi ��� �� �������������� ���������� ������� � �� ����������� � ����������� ����� i� �� c > 0
��� �� ��������� �������������� �� �����������
���� ��������� ������������ ��������� �� ���� �� ���� �������� � ������������ �
����� ���� �� �� ����� �{ul}l=0,N �pi�� ������ ����� �� ������ ��� �������� �� �������� ����
��� ������� �
min
{ul}l=0,N
max
pi
Lc = max
pi
min
{ul}l=0,N
Lc ������
����� {ul}l=0,N ��� ��� �������� �� �������� �������������
����� ���� ����� �� �������� �� �������� �������� ������������� ����� ��� �����������
�������� �� ���� ������� ����� ����� ����� ���� Lc ������ �������� � ��������� �� ������� c
���������� ������
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
����� ���������� ���������
���� �������� �� �������� ������� �� ���� �������� �� �������� ������� �
max
pi
min
{ul}l=0,N
Lc = max
pi
wc(p
i) ������
�� wc(pi) = min{ul}l=0,N Lc ��� ������� �������� ����� �� ���������
�� ���������� ������ ��������� ���� ������� wc ��� ����� ��� �
�� ��������� ���� ({u0l }l=k,k+N−1, p0)� ���� i = 0�
�� � ������ ��������� i+ 1� �������� �� �������� �
min
ui+1l
qTr(Pk+N ) +
k+N−1�
l=k
{Tr(Pl) + r
2
�ui+1l �2}
+
1
2c
((max(0, pi + cI(Wk)))
2 − (pi)2)
������
����� ��� ��� ���������� ������������� �� ��� ���������� ��������� ��������������
�� {ui+1l }l=k,k+N ��� ��� �������� �� ������� ����� �� � ������� wc(pi) ��� � ����� �������
W i+1k � ������ �� ���������� ��������
�� ���������� p ���� �� ������� �� �������� �
pi+1 = (1− ρ
c
)pi +
ρ
c
max(0, pi + cI(W i+1k )), 0 < ρ ≤ c. ������
�� �� �ui+1l − uil� < ǫ� ∀l = k, . . . , k+N � �� �pi+1− pi� < ǫ ����� �� ������� �� ��� ����� ��
��� � ���� ���������� i ����������� �� 1
�� �������� �� ��� � ������� �� �� �������� ������ ��� �������� �� ��������� �� ������� ��
������ ������� ��� ��� ��������� ���������
���� ��� ��������� ��� ���������� ��� ����� ��� �������� Pk �� Wk ���� ������� ���� �����
������������ ������� ��� ������ ��� ���� ���� ������������ �� ������� ��� zl �� wl ��� ��������
�� �� ������ ������������ ���������� ������������ �� Pl �� Wl ��������������� �� FP (zl, ul) ��
FW (wl+1, ul) ��� �������� �� �� ������ ������������ ���������� ������������ �� Pl+1 �� Wl ����
������������ �� ������� ��� ���������� ��������� zl+1 = FP (zl, ul) �� wl = FW (wl+1, ul)� ��
��������� ��� T (zl) = Tr(Pl)� �� �������� �������������� ���� ���� �������� ����� ���� �
min
{ul}l=k,k+N
= qT (zk+N ) +
k+N−1�
l=k
{T (zl) + r
2
�ul�2}
+
1
2c
((max(0, pi + cI(wk+N ))
2 − (pi)2)
������
���� i ����������� ����� �� ���� �
zl+1 = FP (zl, ul), zk ����� ��� Pk �� ����� �� �� �������
wl = FW (wl+1, ul), wk+N = 0
������
���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��
�������� ��
���� �������� ����� ������������� �� ������� �� ���������� �� ��� ���������� �� ������������
�� ���������� ���� �������� �
L({ul}l=k,k+N−1, {zl}l=k,k+N−1, {wl}l=k,k+N−1, {λ1l }l=k,k+N−1, {λ2l }l=k,k+N−1, p) =
= qT (zk+N ) +
k+N−1�
l=k
{T (zl) + r
2
�ul�2 + λ1l+1(FP (zl, ul)− zl+1)+
+ λ2l+1(FW (wl+1, ul)− wl) +
1
2c
{max(0, pi + cI(wk))2 − (pi)2}
������
��� ���������� �� ����������� ��� �������� ���� �
∂L
∂u
= 0⇔ rul + ∂FP
∂ul
(zl, ul)λ
1
l+1 +
∂FW
∂ul
(wl+1, ul)λ
2
l+1,
���� l = k, . . . , k +N − 1
������
����� ��� ���������� ��� ��� ����� z ������� �
∂L
∂zl
= 0⇔ ∂T
∂zl
(zl) +
∂FP
∂zl
T
(wl, ul)λ
1
l+1 − λ1l = 0
���� l = k + 1, . . . , k +N − 1
∂L
∂zk+N
= 0⇔ λ1k+N − q
∂T
∂zk+N
(zk+N ) = 0
������
�� ��������� ��� ���������� ��� ��� ����� w ���������� �
∂L
∂wl
= 0⇔ −λ2l+1 +
∂F
∂wl
(wl, ul−1)Tλ2l = 0
���� l = k + 1, . . . , k +N − 1
∂L
∂wk
= 0⇔ −λ2k+1 +max(0, pi + cI(wk))
∂I
∂wk
(wk) = 0
���� I(wk) = −���(Wk − αId)
������
���� �������� �� �������� ��������������� �� ������ �� ������� λ1k+1 �� λ
2
k+N ���� ��� �
λ1k+N = q
∂T
zk+N
(zk+N )
λ2k+1 = max(0, p
i + cI(wk))
∂I
∂wk
(wk)
������
����� �������� ������� ������� �� ���� ����� �������� F (λ1k+1,λ
2
k+N )�
���� ���������� ��� ��������� ���������� �������������� �� ���������� ��� ��� ���������
������ ���� �� ����� ���������� ����� ��� ��� ��������� ������ ���� �� ����� ������� ������ ���
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
�� �������� �� ������� ��� �������� ������� � ������ ���������� (l, l + 1) �
zl+1 = FP (zl, ul)
wl = FW (wl+1, ul)
λ1l =
∂FP
∂zl
(zl, ul)
Tλ1l+1 +
∂T
∂zl
(zl)
λ2l+1 =
∂FW
∂wl
(wl, ul−1)Tλ2l
0 = rul +
∂FP
∂u
(zl, ul)
Tλ1l+1 +
∂FW
∂u
(wl+1, ul)
Tλ2l+1
������
�� ������� ��� ������� �� 5 ��������� ���� 5 �������� (zl+1, wl,λ1l+1,λ
2
l , ul, ul−1) ��
������� ��� (zl, wl+1,λ1l ,λ
2
l+1) ���� ���� ������� �� ������ ������ �� l = k + 1 � k +N − 1�
�� �� ������� ����� �� ������� � 5(N − 1) ��������� ���� 5(N − 1) ��������� �� ��� ������
�� �������� λ1k+N − q ∂T∂zk+N (zk+N ) �� λ2k+1 −max(0, pi + cI(wk) ∂I∂wk (wk)) �� ���� ��������� ��
�������� F (λ1k+1,λ
2
k+N )� �� ����� �������� ��� ����� ����� �� �������� �������� {uil}l=k,k+N ���
�� �������� �� �������� �������������� �������
�������� ���� �� �� ���� ������� ����� �������� ��� �������� ����� �� ������ ���� ���������
�� ������ (A(uk, yk))� ���������� �� ������� �� �������� �� �� ������ yk� ���� ������� �� ������
���� �� ������� �������������� �� ����� �������� ������������ �� ������ xˆk� �� ��� �������� ��� ��
�������� �� �������� �������������� �� ���� �������� �� ������ ������ (u∗k(xˆk))� �� ������������
�� �������� �� ���� ���� �������� �� ������ ������ (W (u(xˆ))) �� ��������� ����� ���������� ��
�� ������ ��� �������� ��������������� �� ������� ��� ���� �� �������� �� ������ �� �������
����� �� ������� ����
����� ������� �����������
���� ��������� ���������� �������� ��������� �� ��������� �� ������� ������� ������� �
x1,k+1 = x1,k + x2,kTeuk + x3,kTe
x2,k+1 = x2,k
x3,k+1 = x3,k
yk = x1,k
������
���� Te = 1s �� ����� ������������������
�� ���� ��������� �� ������� ���� ����� ����������� ���� �
A(uk) =
1 Teuk Te0 1 0
0 0 1
 , B(u) =
00
0

C =
�
1 0 0
� ������
���� ������������ �� ��������������� � ������ �� ���������� �� ������������� �� ��
�������� ��
��� �������� �� ����������� �� ����� ������ Q �� �� ������ R ���� ��������� ���� ������� �
R = 10−2
Q = 10−3Id
������
�� ������� ��� ��� ������������ ����������� ��� ������� �� u = 0 ����� x2 ��� ��� �������
������ � ������ ��� ������� ��� ��������� �� ������� ��� ������� ���� ��������� ��� ���������������
�� �� �������� ����� ��� �� �������� ��������������� ���� �� ������� ���� �����
����� ��� ���������� ��� �������� ������� P �� ��� ������� ������ �� ��������� 3× 3 �� ��
������� z� ������������ ��� ������ ��� �� ������� �� ��������� 1× 6� ������ ��� �� ������� ��
�� �������� T (zl) ���� ���� �������� ��������������� �� ��� ������� �� �
∂T (zl)
∂zl
= [1 0 0 1 0 1]T ������
��� ������� ��� ������� �� F (zl, ul) ���� ����������� �� ����� � �������� ���������������
�� ��� �������� ����������� ��� �� �������� ��� ������������� ����������
�� ��������� �� �������� �������������� ������ � ��� ������ �� ��������� ������ ���� �� ������
��� ����������� ��� ��� ��������� ���� �� ���� ��������� ��� ���������� �� ������������ ���
��� ������� ����� q = 1000� r = 10� c = 0.1 �� ρ = c� �� ��� �������� �� ������� ��������� ��
������������ �� �� ����� �� P � �� �� �� �� ������� �� ������ ���� �� ���������� ��������� ��
�������� �� �� ����� �� P � ����������� �� �� �������� �� ������ �� �� ������� ��������� ������� ���
����� � 3 ����
��� �������� ������ ������������ �������� ��� ������� � ��������� �� ����� ���������� ���
�� ��������� ��� ������� ���� ������������ ���������� P0 �� �� ��������� �������� P0 ��� ��������
� �� �� �������� ��� ������������ �� �� �������� ������ ��� ������� � �����������
����������� �� ���� ��������� P0 ∈ P0 �
P0 =
 0.0180 −0.0052 0.0052−0.0052 0.0076 −0.0005
0.0052 −0.0005 0.0039
T ������
����� �� ������� ������������� z0 ��� �
z0 =
�
0.0180 −0.0052 0.0052 0.0076 −0.0005 0.0039�T ������
���� ������ ��� ������ ���������� ���� �� ��������� �� ������� ����� ���������� �������� �������
��� �� �������� �� �� ������� ����� ��� �� �������� �������� �� �������� �� ������������ �������
��� ���� ������� ���� ��������� ���� �� ����� ��� ���� ��������� ����������� ���� �� �����
��� ������� ������� �� P ������� ������ ������ ��� ���������� ���� �������� �������� ��������
������������� ���� ���� ��� �� ����� ��� �� �������� �� ��� ��� ���������� ����������� ���
�� �������� �� �������� �� ��������������� �� �� ������ ��� �������������
�� �������� ��� ������������ ������������ �� ������������� ���� ���� ������� ���������� ��
���� ������� ��������
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������ ��� � ������ �������� �� ������� ������� �� �� ������� �� �������
�� ����� ��� ������ �� ������� ���� ��� ���� ������� �� ��� ����� �� ������ ���� ��� ����
���� ���� ����� ���������� ��������� x0 = [1, 20,−0.3]T � xˆ0 = [0, 0, 0]T �� P0� �� ���� �����
�������� ����� �� ���������� �� ���� ��������� ��� �������� ����� ��� �������� ��� �� ����
������ �� ������� ���� ��� ����������� ��� ������������ �� ������������ �� ��������������
�� ����� ��� �������� �������� ������������� ���� ��� ���������� ���������� ��������� ��� ���
���� ���������� �������� ��� �������� � ����� ���� ����� ��������� ��� ����� �� ������� ��
���� ��� ������ ���� ����������� ���������� �������� ��� ��� ��� �� ������������ �� �� ����� ��
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C� AP � BP �� CP ���� �������������� ��� ���������� �� �������� �� �� ���������� ����
�������� �� �� ������ �������� �pos� ���������� �� �������� ���� �� ������������ �� ������ �� �
�������� �� �������� �ext� ���� ��������� � ����������� �� �� �������������
����� ���������� ��������
��� ��������� ������� �� ����� ��� ��������� ����� ��� ���������� � ������� �� � �������
���� ���� ����� ��� ������� � ��� ������ ��� ����� ������ ��� ������������ ���� ��� ����������
�������� ������������ ��� ������������� ��� ��������� ��� ��������� ���� �� ������� ��������
��� ���������� �������� ����������� ���� ����� ����� ���� ���������� ��������� �� ���� ��� ������
�� ����� ������� ��� ��� ������ �� ��� ������������ ���� ��� �������������
���� ������ �� ��������� ������ ��
������� �����
��� ����� �������� ��� ������������� ��� ������ �� ���� �� �������� � �� �������� x = xf ����
��� ����� �� ������Qf (xf , t)� ���������� ����� ����� �������� ������ ���� x ∈ [0, xf [U ]xf , L](x �=
xf )� ���� ����� ���� ���������� ���� �� ����� ���� �� ��������� �� xf � �� ������������ �� ��
����� �� x ∈ [x−f x+f ] �������� ��� �
Q(x−f , t)−Q(x+f , t) = Qf (xf , t) �����
���� Q(x−f , t) � ����� ����� xf � Q(x
+
f , t) � ����� ����� xf �
Q(x−f , t)
Qf (xf , t)
Q(x+f , t)
xf
������ ��� � ����� ��������� � xf
�� ���� ��������� ��� �� ����� ��������� �� ������ ������������ ���������� ����� ����� ���
������� �� x = xf � ���
�� ����� �� ����� �� xf ��� ������ ��� �� �������� ����� �������� �������� ���� ��� ���� �
Qf (xf , t) = H(t)F
�
H(xf , t) �����
�� F = AfCf ≥ 0� ���� Af � ������ �� �� ������ Cf � �� ��������� �� ��������� H(t) � �� ��������
�� ��������� ������ ����������� �� ������������ ����� ����� � ��������� tf �
H(t) =
�
0 �� t < tf
1 �� t ≥ tf �����
���� �� ��� ������������ �� ��������� ������� ���� ���������� Qfk(xfk , t) ����� ����� ���
������ �� ����� ���� k ��� �������� �� ������ ��� ����������� �� ����� ������ ������������ ���
Hk(t) ��������� ��� ������ �� ����� Qfk(xfk , t)� ��� �������� �� ������ tfk � ���������� Fk � ��
��������� xfk �
������� ����������� ����������
������������� � �� ������ ��� ����������� �������� ��� ������������� ��� ���������� ������
����� ���� �� �������� �� x = xobs� ���� ������� �� ���� �� �������� Hobs�
����������� ��� �� ��� ����� ����������� ���������� ��� ���� ���� ������� ��� ������ �
������ ����� ���� ����� �� ����� ��� �������� ��� ������������ ���� ��� ����������� �� ����
�� x = xobs� H− ���������� �� �������� � �� �������� ����� ����� ������������� ��������� ���
��
�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���
���������� �� ������������ ���������
��������� � �� �������� x−obs�� ����� �������� ���� ���� �������� �� �������� ��� ������ ���������
�� ��������� ���������� �� ��������� ����� x−obs �� xobs ������ �
b
H H-
Q
obsx
A A
������ ��� � ������������ ���� ��� ����������� ����������
P− +
ρ−(V −)2
2
+ ρ−gh− + PW − PL = P + ρ(V )
2
2
+ ρgh �����
���� �� �������� �� P ���� �� �������� �� ������ V ���� �� ������� �� ������ ρ ���� ��
������� �� ������ h ���� �� ������� ������������� PW ���� ��������� ������� � ��������� PL
���� ��� ������ ���� �� ������������� �� ���������� �−� ���� ��� ��������� ������������� � x−obs�
����� �� ����� ��� ��������������� ��� �������� ������������ ���� ��� ����� � xobs �� x
−
obs�
�� ��������� ������� ��� ���� ����� �� ��� ����������� �� ������� ���� �
P− +
ρ(V −)2
2
= P +
ρ(V )2
2
− PL
�� ���� ��� ���������� �
ρV −A = ρV Ab → V − = V Ab
A
���� Ab ������ �� �� ������� ������������ �� �� �������� �������������� �� ��������� ��� ����
���������� �� ������� �
P− = P − ρ(V )
2
2
��
Ab
A
�2
− 1
�
− PL
�� ��������� ��� Q = V A �� P = ρgH� �� ������� ��������� �
H− = H − Q
2
2gA2
�
1−
�
A
Ab
�2�
− hL
�� ����� hL ���������� ��� ��������� ��������� ��� ������� ��� ���� ���� �� ����� � ������� �
����� �� ���� ���������� ����� �� � �� ��������� �� ��������� ���� ��� ������� ���������� ����
�� �������� �� ����� �� ���� ��������� ����� ���� �� ��� ������� ���������� �� ���� ��� ��� ��
���� ������������� ��������� ���� �������� ���� ������ ��� ������������� ������� ����� ����
�� ������ �� ������� �� �������� �� ��������� ����� ���� ������� ����� ������������� � ������ ����
���� ������ �� ���������� ����� ��
������� ����� tobs �� �� ������� ���� ������������� �
H−(t) = H(t)−H(t)Q(t)
2
2gA2
�
1−
�
A
Ab
�2�
������
���� ��������� �� ���� ��������� ��� ����� ����� ��� ����������� ���������� ���� ���
���� ������������� �������� ���� �� ������
��� ������ �� ���������� �����
����� ������� ��� ���������� ����� ��������� �� �����
�� ������ ��������� ������ �� ���������� ����� ����� ���� �� ��� ��������� �� ����� ������
���� �� �������� �� ���� ��� ��� �������������� �������� ����� �� ������ �� �� ����� ���� ���� ���
�������������� �� �������������� ��������� �
� H(x, t) ∼= Hi(t) �������� � ���������� �������� �������� i�
� Q(x, t) ∼= Qi(t) ����� � ���������� �������� �������� i�
�
∂H(x, t)
∂t
∼= H˙i(t) ��������� ���������� �� �������� � ���������� �������� �������� i�
�
∂Q(x, t)
∂t
∼= Q˙i(t) ��������� ���������� �� ����� � ���������� �������� �������� i�
H1 H2 Hi−1 Hi Hn
Q1 Q2 Qi Qi+1 Qn
X1 X2 Xi−1 Xi Xi+1 Xn
������ ��� � �������������� �������� ����� ������������
��� �������� ���������� ��� ������� � x ���� ���������� ��� ���������� ����� �� �������
����� �� ������ �� � ������� �
�
∂H(x, t)
∂x
≈ ΔHi(t)
Δxi
=
Hi+1 −Hi
Δxi
��
Hi −Hi−1
Δxi
�
�
∂Q(x, t)
∂x
≈ ΔQi(t)
Δxi
=
Qi+1 −Qi
Δxi
��
Qi −Qi−1
Δxi
�
�� ���� ����� ��������� ��� �� ������ ������� �� ������� ����������� ������ ��� ����������
��� ������� ��������� �� ��� ���� ����� ������ ������ ������� ��������� ���� ��� ������ ������ ��
���������� ���������� ��� ������� ���� ������� ���� �� ������� ����
��
�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���
���������� �� ������������ ���������
��������� ������� ���������
Hin �� Hout Q˙i =
a1
Δxi
(Hi −Hi+1)− a3Qi|Qi| H1 = Hin
H˙i+1 =
a2
Δxi
(Qi −Qi+1 Hn+1 = Hout
Qin �� Hout Q˙i+1 =
a1
Δxi
(Hi −Hi+1)− a3Qi+1|Qi+1| Q1 = Qin
H˙i =
a2
Δxi−1
(Qi −Qi+1) Hn = Hout� Δx0 = 1
Hin �� Qout Q˙i =
a1
Δxi
(Hi −Hi+1)− a3Qi|Qi| H1 = Hin
H˙i+1 =
a2
Δxi
(Qi −Qi+1) Qn = Qout� Δx0 = 1
Qin �� Qout Q˙i+1 =
a1
Δxi
(Hi −Hi+1)− a3Qi+1|Qi+1| Q1 = Qin
H˙i =
a2
Δxi
(Qi −Qi+1) Qn+1 = Qout� Δx0 = 1
���� a1 = −gA� a2 = − c2gA �� a3 = f2DA
����� ��� � ��������� ������� �� �������������� ��������� ��� ���������� ��� �������
����� ���������� �������� ���� ��� �����
����� ��� ����� �� �������� ���� �� �������� ���������� ����� ��� ���������� �� ������������
�� �� ����� ���� ���� ���������� ��� ��������� �� ��������� �������� �� �� �������� �� �������
��� ���������� ����� ����� ��� ����� �� �������� ����� ��� �������� xi �� xi+1 � ���������� �����
������� �
Qi −Qi+1 −Qfk = 0
����� � ������ ���������� ����� ������ �� �������� ��� ������ ����� ��� ���� ��������
ΔQi
Δxi
=
Qi −Qi+1
Δxi
���� ���� ��������� ���
ΔQi
Δxi
=
Qi −Qi+1 −Qfk
Δxi
������
���� Qfk ������� ��� ���������� ������ �� k ����� ����� �������� �� �������
��� ������ �������� �����������
���� �� ����������� ����� �������� ��� �� �������� �� ������ �������� ����� ������������
���� �� ������� ����������� ������� � ��� ������� ��������� �� ������� ���� ����� � ������ ���
��������� �� ���� �� ������ �� ��������� ��� ������ ����������� �� ������� ��� �������� ��
��������� ���� ��� ������� ����� ������������� ���� ���� ���������� �� ��������� �� ������ �
��������� ��� ������ ��� ������� ������������� �� ���� ���� �� ������� ���������� ��� ����� ��
��� ����������� �����������
���� ������ �������� ����������� ��
����� ������� �� ����������
����� ���������� �� ������ ����������� ������� ��� �� ������������ ��� ������� ��� ���
������� ���������� �� �������� ���� ����� ����������� �� ����� ����� ���������� ���� ��� �����
���� ��� ������ ��� ��������� ��������� ���� ��� ��������� ���������� �� ������ ����������� ���
������� �� �� ��������� ��������� �� ������ ������������ ���������� ����� ����� ���� ���� ���� ��
��������� ���� �� ������� ������ �� ��������� ��� ��������� �� ���� �� ������� ��������� �����
�� ������ ������ ���� ����� ����������� ����� ��� ��� ��������� H0(x) �� ��� ������ Q0(x) �
0 =
∂(H0 + h)
∂t
+
c2
gA
∂(Q0 + q)
∂x
0 =
∂(Q0 + q)
∂t
+ gA
∂(H0 + h)
∂x
+
f(Q0 + q)|(Q0 + q)|
2DA
�� h �� q ���� ��� ���������� ��� ��������� �� ������ ��������������� ��� ��������� �� ������������
∂Q0
∂t ��
∂H0
∂t ���� ����� �� �� � �
∂H0
∂x
= −fQ0|Q0|
2DgA2
������
��� ���� �� ����� ����������� ������� �� ��������� �� ����� �� �������� ������������ φ(x) =
fx0|x0|
2DgA2
�� ��������� �� ������������� �� ������ �
φ(x) = φ(a) +
∂φ
∂x
����
a
(x− a) + ∂
2φ
∂x2
����
a
(x− a)2
2
+ . . .
�� ������� x = Q0 + q �� a = Q0 �� �� ���������� ��� ������ ������� ��������� � 1� ���� �
f(Q0 + q)|Q0 + q|
2DA
∼= fQ0|Q0|
2DA
+
2f |Q0|
2DA
q ������
����������� � ������ �� ������ �� �� ������ �� ���� ������� ��� ��������� �� ���� �� �������
����� �� ������ ����������� �� ���� ������� ���������� ������ �� ����� ����������� �
0 =
∂h
∂t
+
c2
gA
∂q
∂x
������
0 =
∂q
∂t
+ gA
∂h
∂x
+
f |Q0|
DA
q ������
���������� �� ��������� �� ������� �� ���������� ��� ��������� �� ���� ������� ����������
������ �
��
�������� �� ������� ��� �� ������������ �� ��������� ���� ������� �� ���
���������� �� ������������ ���������
∂h = − c
2
gA
∂q
∂x
∂t
���� �� ��������� ����� �������� ���� ������ �� ������ � �
∂2q
∂x2
=
1
c2
∂2q
∂t2
+
f |Q0|
c2DA
∂q
∂t
������
�� �� ��������� ��� ��� ���������� ���� ���������� ������������ ����� ��������� ω� �� ����
������� ������ ���� �� ������� ����������� ����� ���� �� ���� ���� ���� �������� �
∂2q
∂x2
= µ2q
���� �
µ2 = −ω
2
c2
+
jωf |Q0|
c2DA
������
����� �������� � ����� �������� �
q = c1 sinh(µx) + c2 cosh(µx) ������
�� �� ���� ������ �� ��������� ������ ���� ������ � �� ������� �
h = − c
2µ
jgAω
(c1 cosh(µx) + c2 sinh(µx)) ������
�� �� ������ qin �� hin ��� ������� ��� ��������� � �� �������� x = 0 �� qout �� hout ����
�� �������� x = L� �� �������� ��� ��������� ������ �� ������ ���� x = 0 �� ������� �
c1 = −jgAω
c2µ
hin
c2 = qin
�� �� ���� ������ qout �� hout �� �������� �� qin �� hin �
qout = cosh(µL)qin − 1
Zc
sinh(µL)hin
hout = −Zc sinh(µL)qin + cosh(µL)hin
������
���� ������ �������� ����������� ��
���� Zc ����������� ��������������� ������� �� �� ������������ �
Zc =
µc2
jωgA
������
�� ����������� ��� ��������� ������ ���� ����� ������������ �� ������� �
�
q
h
�
out
=
�
cosh(µL) − 1Zc sinh(µL)
−Zc sinh(µL) cosh(µL)
��
q
h
�
in
������
�� ������� ������� �� ���������� �� �� ������������ �� ������� F �
F =
�
cosh(µL) − 1Zc sinh(µL)
−Zc sinh(µL) cosh(µL)
�
������
���� �� ��� �� �� ��� ������ ��� �� ��������� ���� f = 0� �� ������������� ������ ����� ����
����������� ��� ���������� ����� ������� ��������� �� ���� �� ������� �� ���������� �� �� ��������
������ �� ����� �� ����� ���� �� ������ ������������ ��������� �������
F =
�
cos(Lc ω) −j gAc sin(Lc ω)
−j cgA sin(Lc ω) cos(Lc ω)
�
������
����� ������������ �� ���� ������������
�� ������������ �� ���� ������������� ����� ����� ���� ����� ��������� ���������� ������
����� �� �� ������ ��������� �� ����� �� ��������� ������ ����������� �� ��� ��������� ���������
�� ������ �� ������������� ���� �� ���� �� �� ��������� �� ��������� ��� ������ �L� �� �R�
���� �������� ��� ��������� ��� ����������� ������ �� ������ ��������������� ����� ������� ��
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�� �� ������
�� ������������ ������ � ������ �� ������ ������� ��� �������� ���� �� ����� ���� �� ���
��������� �������� �� �� ������ �� ������ �� �� ������������ ������� ���� ��������� ���� ���
������� ������� ������������ ��� �� ����������
����� ����� ������ ������������� ��� ������� �� ���������� Hin� Hout� Qin �� Qout �� ���
������� �������� �� ��������� hin� hout� Qin �� qout�
�� �������� �� ������������� � �� ������������ ����� ������������ ���� �������
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
3.4
3.6
3.8
4
4.2
4.4
4.6
x 10
-3
q
 (
m
3
/s
)
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
2.5
3
3.5
4
4.5
5
h
 (
m
)
hin
hout
qin
qout
Données expérimentales des débits d'entrée et de sortie 
Temps (s)
Données expérimentales de pressions d'entrée et de sortie
Temps (s)
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
3.4
3.6
3.8
4
4.2
4.4
4.6
x 10
-3
Q
(m
3
/s
)
Qin
Qout
qin
qout
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
2
3
4
5
6
7
H
(m
)
Hin
Hout
hin
hout
temps (s)
temps (s)
Comparaison des pressions à l'aval et à l'amont
Comparaison des débits d'entrée et de sortie
������ ��� � ������� ������� ��������� ��� ��������� �� ����������
���������� ����� ����� �� ����� ����������� ����������� ���������� �� ������� ��� �����
�� �������� �������� ��� ��� ����������� �������� ������� ����� �� ���� ���� ��� ��� ���� ���
Qin �� Qout �������� �� ����� �� �� ����������� ����� ��� �� ���� ���� �� ������� ����� �� � �
����� ��� ���������� �� Hin � �� ����� �� ������ ������
������� ����� ����������� ����������� ��� ���� ���������� �� �� ������������ ������ ��
������ �� ������� ��� ��������� �� Q �� H � �������� �� �� ������ �� �� ������������ ����� ���
����� ��������� ������ �� ����������� ���� ��� ���������� ������� �� ��������
�� ���� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ������������� �� ���� ��� � ���� ���������� ���
�� ������ ������� ��� ������� �� �� ����� �� ��� ������������ ���� ������ ������� ��������
���� �� �������� � �� ���� ������
��� ������ �� ���������� ����� ���� �����������
���� ����� �������� ���� ������� �� �������� �� ����� �� ������ �������������� ���� ���
������������ ��� ���������� ������ � ������ ��� ������� �� �������� �� �� ��� �� ���� ���������
�� ������������ ������ ���� ���� ���� ��� ��������
����� ����������� ����������
���� �� ��� ����� ����������� ���������� � ������� �� ������ ���� �� ������ ��� �����
������ ������ �� ������������� �� �������� ����� ��� ������ xi �� xi+1 � ���������� ������ �������
����� ����� �� �
H−i = Hi −
Q2i
2gA2
�
1−
�
A2
Ai
�2�
�����
���� ������ �� ���������� ����� ���� ����������� ��
���� Ai ������ �� �������������� ����� � ������ ���������� ����� ������������ �� �������� ���
��������� ����� ��� ���� ��������
ΔHi
Δxi
=
Hi −Hi+1
Δxi
���� ���� ��������� ���
ΔHi
Δxi
=
H−i −Hi+1
Δxi
���� �� ������ � ���������� ������
����� ����������� �������
�� ������������ ����� ����������� ���� ���� ������� �� ��� ����� ����������� ��� �������
��� ��� �������� l0 ���� �� ��������� ����� �������� ��� �� ����� ���� ���� �� ��� �� �������
����� ����������� ��������
���� �� ��������� �� ���� ���������� �� ���������� ������ �� ����� ������������ �� ������
�� A � A0� �� � �� �� �� ������������� ���������� �� ������ �� A0 � A�� ���� �� ������� �������
�� �������� l0� ��� ��������� ��������� ������� ����� ���� �������� �� ������� �� ����� �� ��
������������ �
H˙o = − c
2
gAo
Qo+1 −Qo
lo
Q˙o+1 = −AogHo+1 −H
−
o
lo
− fo+1Qo+1|Qo+1|
2DAo
H˙o+1 = − c
2
gA
Qo+2 −Qo+1
xo+2 − xo+1
Q˙o+2 = −Ag
Ho+2 −H−o+1
xo+2 − xo+1 −
fo+2Qo+2|Qo+2|
2DA
�����
H1
Q1
Ho+1Ho HN 
QNQo Qo+1
Ho Ho+1
Qo+2
Ho+2- -
x1 xo xo+1 xo+2 xN
lo
A Ab
������ ��� � ������������ ���� ��� ����������� ������� ��� ��� �������� l0
��� ��������� ����� ����� �� ������������ �� � �� �� �� �������������� H−o �� H
−
o+1� ����
�������� �� ��������� ���������� �� ��������� ���� ����������� ��� ����� �� ���������� ������
�� �������� �� ������������� � �� ������������ ����� ������������ ���� �������
������������ �� �� ������� �� �� �������������
H−o = Ho −
Q2o
2gA2
��
A
Ab
�2
− 1
�
�����
H−o+1 = Ho+1 −
Q2o+1
2gA2b
��
Ab
A
�2
− 1
�
�����
��� ������� �� �����������
���� ����� ������� �� ����������� � �������� �� ����������� ��� ���������� ������� �� ������
��������� ��������� �� ����� � ������ ���������� � ������ ����� ����������� ���� �� ������������
��������� ���������
��� �� ��������� ��� ����� ��� ���������� ��������� �� ������������� ��������� �� ������
������ Syx ����� ������ y �������� � �� �������� x ��� ���������� ����� �� ��������� �� ���������
Ey �� ����� ������ ��� ������� � �� �������� x �
Syx =
∂Ey
∂x
=
∂
∂x
�� T
0
y(x)2 dt
�
�����
����������� ���� ����� �������� ��� ������� ���� ������ ��� �� ����������� �� ���� ��������
��������� � ������ �� ����� ������� ����� ������� �� ����������� ��� ���������� � ��� �������
���������������� ������������ ����� ������
���� ����� ����� �������� ��� 2 ������� ��������� ������������ ��� ��� ������� ���� ���
������ �� ������������ �� ������� ���� �� ��� ����� �������� ���� ��������� ����� �� ��� �������
�� ��������� ������� �� ��������� ��� ��������� ���� �������� �� ���� ������� ������� ��� ��
������� ���� ������� ���� Hin = 1+0.5sin(2πft)� ���������� f = 1� f = 0.5� Hout = 1� ������
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��� �������� ��� ������� ������� ��� ��������� �� ������������ ������� ���� ��� �� ���������
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�� o2 �� �� �������������� ����� ��� �� ����� ����
Ho1−1/2 Ho1+1/2
Qo1 Qo1+1Qo1−1
Ab Ho2−1/2 Ho2+1/2
Qo2 Qo2+1Qo2−1
������ ��� � ����������� ������� ������ Ab ��� �������� �� ���� ��� ���� o1 �� o2
���� �� ���� o1 �� � � ��� ����������� �� ������ �� �� ������������� ��� ������� �� ��� �����
�� �������� �� ���� �� ��������� �� ��������� ��������� ����� �
Ho1+1/2 = Ho1−1/2 +
1−
�
A
Ab
�2
2gA2
Q2o ������
������������� �� ���� o1� ���� �� ���� o2 �� � � ��� ��������� �� ������ �� �� �������������
�� ������ ��� ���� �� ��������� ���������� �� ������� �
Ho2+1/2 = Ho2−1/2 +
1−
�
Ab
A
�2
2gA2b
Q2o ������
���� �� ������ �� �� ������������ �������� ����� ��� ����� o1 �� o2� ��� ��� � ���� ������������
������� Ab� ���������� �� ������������ �� �� ����� ������� �
Hn+1i+1/2 −Hni+1/2
h
+
c2
gAb
Qn+1i+1 −Qn+1i
Δx
= 0 ������
���� i = o1, o1 + 1, . . . , o2 − 1� �� ���������� �� ��������� ��� �
Qn+1i −Qni
h
+ gAb
Hn+1i+1/2 −Hn+1i−1/2
Δx
+
f
2DAb
|Qn+1i |Qn+1i = 0 ������
���� i = o1 + 1, o1 + 2, . . . , o2�
���� ������������ ��� ���������� ����� ���������� ��
����� ���������� �������
�� ������� ���� ���� �������� ��� ��� ���������� ��� ������� ������������ ��������� ����
������������ ���� ����������� �������� � ����� �� ����� �� �� ������������ ��� ��������� ���
����� i = 1, 2 �� ���� ��� ������� ����� �� ��������� �� ��� ��� ���������������� H¯1� H¯2 �� ��
���� i = 1 + 1/2 �� ������������ Q¯1+1/2� �� ���� ����� ����������� ���������� �� ���������
��� �� ���� i = 1 + 1/2 ����� �� ����� ���� �� �
Q¯n+1i+1/2 − Q¯ni+1/2
h
+ gA
H¯n+12 − H¯n+11
Δx
+
f
2DA
|Q¯n+11+1/2|Q¯n+11+1/2 = 0 ������
���� ��� ������������� �
Q¯n+11+1/2 = (Q
n+1
1 +Q
n+1
2 )/2
Q¯n1+1/2 = (Q
n
1 +Q
n
2 )/2
�� ��� ���������������� �
H¯n+12 = (H
n+1
1+1/2 +H
n+1
2+1/2)/2
H¯n+11 = Hin
H1+1/2H¯1 H¯2
Q¯1+1/2Q1 Q2
Hm−1/2 H¯m
Q¯m−1/2 Qm
Hm+1/2
Q¯m+1/2
������ ��� � ��������� ��� ����������������� ��� ������� �� �� ������������
�� ���� �� �� ������������ �x = L�� ���� ���� ��� ����� m+1/2 �� m− 1/2� ��� ������ ��
���� ��� ������� �� �� ���� ����� ������������ ������ ��� ������������� Q¯m+1/2 �� Q¯m−1/2
�� �� ���� m �� ������ �� ��������������� H¯m ������ ����� �� ������� ���� ���������� ��
���� �
0 =
H¯n+1m − H¯nm
h
+
c2
gA
Q¯n+1m+1/2 − Q¯n+1m−1/2
Δx
���� ��� ���������������� �
H¯n+1m = (H
n+1
m+1/2 +H
n+1
m−1/2)/2
H¯nm = (H
n
m+1/2 +H
n
m−1/2)/2
�� ��� ������������� �
Q¯n+1m−1/2 = (Q
n+1
m−1 +Q
n+1
m )/2
Q¯nm+1/2 =
Qsu(t)√
Hs
�
Hn+1m+1/2
�� �������� �� ������������� � �� ������������ ����� ������������ ���� �������
����� ���������� ���������
������� ��� ���������� ��������� ����������� �� ������� ����� ���� ������� ��� ������� ����
�� ������������ ����� ��� �������� �� ��� ������� ���� � ������� ��� �� �������� ��� ����������
���� �� ������ ���������� �� ��� �������� ��� ���������� ������� ����������� ���������� ��
��� ���������� ����������� ������ �Hni+1/2 = H
n+1
i+1/2 �� Q
n
i = Q
n+1
i �� ��� ������� � ���� �� ���
���� ������ �� ����� ������ ����� �������� �� ����������� ������ ��� ���������� ������������
���� ������� ��� ���������� ��������� �� ���� �������� �� ������� ����������� ������� �
0 =
c2
gA
Q0i+1 −Q0i
Δx
x ∀i = 1, 3, . . . ,m− 1
0 = gA
H0i+1/2 −H0i−1/2
Δx
+
f
2DA
|Q0i |Q0i ∀i = 2, 3, . . . ,m.
������
���� ��� ��������� ������� ���� ������� �
0 = gA
H¯02 − H¯01
Δx
+
f
2DA
|Q¯01+1/2|Q¯01+1/2
H¯02 = (H
0
1+1/2 +H
0
2+1/2)/2
H¯01 = Hin
Q¯01+1/2 = (Q
0
1 +Q
0
2)/2
������
�� ��� ���������� ������� ���� ������ �
0 =
c2
gA
Q¯0m+1/2 − Q¯0m−1/2
Δx
Q¯0m−1/2 = (Q
0
m−1 +Q
0
m)/2
Q¯0m+1/2 =
Qsu(0)√
Hs
�
H0m+1/2
������
����� ���������� ������������� ���� �����������
���� ������� �� �������� ������������ ����� ������������ ���� ��� ������������ ���������
���� � ���� ������� ��� �� �������� �� ������� ��������������� � �� ������ �� ������� ���
������������ ��������� ����� ��� �� ������������ ����������� ���� ������� ��������� ��
������ �� ������� �� ������ �� �������� �� �������� ���� �� ����� ���� �� ������ ��� ��� �����
����� ������ �� ������� �� ������� �� ��������� �� ���������� ���� ��������� ����� �� ��������
������� �� �������� �� ����������� �� ������������� ���� ���� ���������� ����� ��� �����
��������� ����� ������������ ��� ���� ����� ������������ �� �� ������� ���� �������� �� ����
������ �� ���� �� ������ �� ���������� ����� ���������� ���� ����� �� ������ �����������
����������
���� ����� ������� ��� ��������� ��������� �� ������ ����� �������� ������� �x =
���� ������������ ��� ���������� ����� ���������� ��
[Qi, Hi+1/2]
T �� ����������� �� �� ����� ����� �������� �������� �u� �� ����� �������� ��
������ �� �������� � ������� �� �� ������ �� ������� ��� �������� �� �� ����� �
f(xn+1, xn, un) = 0
yn = Cxn
������
���� n �������� ��������� �� ��������� �� ������������� � ������� ������ ���� ����� �������
����� �x0, u0�� ��� ���������� �� ����� �� �������������� ������������ �xn+1 = xn� �����
������������� ��� �������� ���� �� ������������� �� �� ����� � ��� ��������� ��������� �������
������� � �� ������ ������� �������������� �� ������� �
0 = f(x0, x0, u0) +
∂f
∂xn+1
����
(x0,x0,u0)
(xn+1 − x0) + ∂f
∂xn
����
(x0,x0,u0)
(xn − x0) + ∂f
∂un
����
(x0,x0,u0)
(u− u0)
��� ���������� ������ f(x0, x0, u0) = 0� �� �� ��������� Δxn+1 = xn+1 − x0� Δxn = xn − x0�
Δun = un − u0 �� �� ������������ ��� ������� �� ������� �� ������� ��������� �� �� ����� �
Δxn+1 = AΔxn +BΔun
yn = CΔxn
������
���� ��� �������� �
A =
�
∂f
∂xn+1
����
(x0,x0,u0)
�−1
∂f
∂xn
����
(x0,x0,u0)
B =
�
∂f
∂xn+1
����
(x0,x0,u0)
�−1
∂f
∂un
����
(x0,x0,u0)
�������� � �� ����� ����������� ���� ���� ������ ��� ��� �� ������� ∂f∂xn+1
���
(x0,x0,u0)
���� �����������
��� ���� �� ������� ���������� �� ������� �� ��������� �� ���� ������������� �� ���������
��� ���������� �� �� ����� ��� ���� �� ������ �� ����� m = 256� ����� ���� �� �������
�������� �� ������ ���� �� ������� �� ���� ���� ���� ��������� ���������� ������������� �xobs =
11/16L �� xobs = 15/16L�� ���� �� ������ ������������ �� ��������� �� ���� ��������� ��
��������� ����������� �������� �� �� �������� � ������� �� �� ����� ��� ������� � �����������
�� ����������� �� �� ����� ���� ���������� ���������� ����� ����������� �� �������� 20 log(·)��
�� ����� ���� �������� ��� ���������� �� ���� �� ������� ������������� ���� ��� ���� ���������
����������� �� ������� FM ������� �� ������ ����������� �� D2 ������� �� ������ ����������
���� ��� ������ ������������ �� ���� ���� �������� ����� ��� ������� ���� �� ����� ����� �� ��
����������� ����� ���������� ��� ������ ���������� � 0.1dB ����� �� ���� ������ �� ������ ��
�������� �� ������ ����� 0 �� 0.35Hz�
�� �������� �� ������������� � �� ������������ ����� ������������ ���� �������
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������ ���� � ������� ����� ������� ���� ���� ��������� x = 11/16L �� x = 15/16L
��� �����������
���������� �� �� �������� � ��� �� ������ �� ������� ��������� ������� ����� ������������
���� ���� ����� �� �������� ��� ����������� �� ��� ������ �� ��� �� ���� ����������� ���� ��
�������������
���� ���������������� ��� ������� ��� ���������� ����� ���������� �������� ��� ����� ������
������������� �� ������ ������������� ���������� �� ������������� ������� ��� ��� ����������
��� ������� �� ����������� �� �� ������ ��� ������� � �� �������� �� ������������� � ���
�������� ������� �� �������� �� ������ ������������� ���� ��� ��������
�� ������ � ���� �� ���������� ����� ���������� � ���� ��� ������� ���� � ���������
���� ����������� ��
��� ������� ��� ��� ������� ���� ��� ������� �������������� ����� ��������� ������� ����
��������� �� ���� �� ��� ��������� �� � ������� ��� ������� ��������� ����� ��� �� �������
��������������
�� ��������� ��� ������� ���������� ���� �� ������������ �� ������� ���� ��� ������������
�� �������� ��������
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��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� ������������ � ������ ���� ������ ������ ������ � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��������� �� ������������ �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��������� �� ������������ ����� ����������� � �������� ��� ������������ � ���
����� ��������� �� ������������ ����� ����������� � ����������� ���� �����������
� ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������������ � ������ ���� ������ ����������� � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��������� �� ������������ ����� ����������� ���������� �� ����� ����� � � � ���
����� ��������� �� ������������ ����� ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � ���
����� ��������� �� ������������ ����� ����������� ���������� �� ����� ����� ���
����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������������ � ������ �� ������ ���������� ���� ������ � � � � � � � � � � ���
��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ������������
���� �� ��������� �� �������� �� ��������� ���������� ���� �� ������������ �� ���������� ��
���� �� ��������� �� ������������ �� �������� �������� �� ��� ��������� ������ �� ����� ����� ���
������� ���� ��� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ��������� ������������� ���������� ������
���� ��� ������� ���� �� ����� �� ������ ���� �������� ������������� ������� ����� ��� �������
������� ��� ������� ���� ��� ������ �� ���� ���� ��������� ������� ����� ��� ���������� ������
����� �� �������� �� ��������� �� ������������ ������������� �� �� ����� ���������� ���� ����
���� ������� ������� �� ���� � ��� ������������ ������������ ��� ��� ��� �� ������� �����������
����� ����� �������� ������ ��������� ������ ���� ��� ����������
����� ��� ��������� ��������� ����� ������������ ��� �� ������ �� ������� ��������� ������
������� ���� �������� �� �� �������� � ��� �������� ��������� ��� ���������� �� ���������
��
�� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������
����������� ����� ��� ��� �������� ���������� ��� ��������� ����� �� ������������ � �����
��� ������� �� ����������� ��� ��������� � �� �� �� ����� ������������ ����� ����������� ���� ���
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����������� ��������������� ��������� ��� �������� ���������� ���� ������ �� ������ �� ������
��������� ��� ���������� ���� �������� �� �������� ����� ��� ����
�� �������� ��� ���� ������� ��������������� ������������� ��� ���������� ������� ��� ����
��� ������� ���������� ���� ����� �������� ������������� ������������� � �� �������� ��������
�� �� ����� �� � �� �������� �������������� ��������������� ���� ���������� ��� ������������
���� ������� ����������� �� ����� �� ��� �� ��������� ������� �� ��������� �� ���������
�� ������� ��� �� ������ �� �� ����� ����� � ����� � ����� ������� �� �������� � ����
����������� ��� ���������� ������������ �� ����� ���� ��� ������������ ���� ������������� ���
������ �� ��� ������ ��������� ����� ������ ��� �� �� ��������� ������ ���������� �� ������
�� ������ �� �� ��������������� ���� ���� �� ��� �� ���������� �� ����������� ���� �������
�� ���� �� ������ �� ������������� �� ������ ������ �� �������� ��� ����������� ���� ��������
�� ��������� �� ������ �� ���� �� ����� ����� ������� �� ���� ��������� �� ������� � �������
������� �� �������� �� �� ������ ���� ������� ��� �������������� ������ �� ������ �������������
��� ��������� ������ ����� �
x1 = H1
x2 = Q2
x3 = H2
x4 = Q3
Hin
Hb
H1 H2 H3
Q1 Q2 Q3 Hatm
Rin Rout
0 xf L
Pompe
������ ��� � ������ �� ������� ������������������ ���� �� �������������� ��������
���� ������������ � ������ ���� ������ ������ ������ ��
� �������� ���� �� ��� �� ��������� �� �� ������������ ��� ���������� �� �� ������ �� ����
������� �� ������ ���� �
x5 = z2
x6 = F
�� ����� �� ���� ���������� ��� u1 = Hin �� u2 = Hatm ���� ��� ��������� �������� ����
�� ������������� �� �������� ��� y1 = H1 �� y2 = Q3 ���� ����������� �������� ����������� ��
������ ������� �
x˙1 = − c
2
gA
x2 − −C1+
√
C21−4(Rin+C0)(−C2+x1−u1)
2(Rin+C0)
x5
x˙2 = −Agx3 − x1
x5
− f2
2DA
x2|x2|
x˙3 = − c
2
gA
x4 − (x2 − x6√x3)
L− x5
x˙4 = −Ag (Routx
2
4 + u2)− x3
L− x5 −
f3x4|x4|
2DA
x˙5 = 0, x˙6 = 0
y1 = x1, y2 = x4
������
�� ������� ���� ���� �������� ���� ����� �������� �
x˙ = f(x, u)
y = Cx
������
��� �� �������� f �� �� ������� C ���� �������� ����������� � ������ ��� ��������� �������
� ������ �� ������� ������ ��� �� �������������� ������� ��� ���������� ����� ����� ���������
�� ���������� ������� ���� ������� ��� �� ����������� �� ������ ������ ����� �����
��� ����������� �� ���������� ���� ����������� �� ������� ���� �� ������� ������� ���������
���� ���������� �����
� �������� � � ���� ������ �� ����� �� ��� ����������� ���� �� ������ ������� �� ��������
xi|xi| ���� ���� ���������� ��� ��� ��� ���� ��������������
� �������� � � ��� ��������� �������� u1 = Hin �� u2 = Hatm ���� ������� ����������
���� ����� ������������ �� �� ������������ ����� ����� ����� ��� �� �������� Hin ���
���� ��� �� ������ �� ��������� ��������� �� Hout ��� �� �������� ������������� � ��
������ �� �������� ���� �������� ��� ���� ����� ������������ ������������� ���������
��������� ���� ������� y1 = H1 �� y2 = Q3 ���� �������� �� ��������� ��� ����� �����
�� ������� u1� u2 ���������� �� �� ��� �������� ����������� ����������� �� ������ ��
������ ��������� u1� u2� y1 �� y2�
�� ��� ��������� �������� ���������� ���������� ������������� �� �������� �� ������������� ��
�� ������ �������� Hin ����� ��� �������� �� �� �������� �� ������ ����� ��� ���������������
��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������
Hout �= Hatm� ��� ������� � ���� �� ���� ��� ������� �� Hin �� Hout ���������� ����������� �
�� ������� ���������� ���� ������ ���� ������������� ���������� ����� ������� ��������� ��� ���
��������� ��� ��� ��������� �� ��� ��� ������ ���� ��� ������� ���� �� ������� ���� ���������
�� ����������
�� ����� ����������� ��� ��������� ���� �� ����� �������� u1 = Q1 = 0.0043m3/s �� ���
�������� �� ������ u1 = 3.5m� �� ��� ������� � ��������� ���� ������������������ ���������
�������� ��� �� ����� ����� �������� ������� �� �������� ��� ��������� ��� ����������� ����
��� ����� ������� ���� ��� ������ �� 10% �� ����� Q1� ���� Qfuite = 0.1Q1� �� � ��� ��������
xfuite = 63.75m� �� ���� ��� �������� ���� �� ����� ����
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������ ��� � ���������� �� �� ������ �� �������� ����� ����� ���� �� ���� ����� ����������
������������ �� ������ x5 ��� ����������� ���� �� ������ ������ �� �� ����� ���� �� �� ����
���� ������� �� ������ �� �� �������� �� �� ����� ��� ������� ���� ���������� �� ���� ���
������ ���������� �� ����� �� ������ ������ �� �� ����� ��� ������ ������������ �� Qleak� ���
��� ������� ���� ���������� ��� ����� �� �� �������� �� �� ������
��� �� ������� �� �������� �� ������������� � ������� ��� ����� �� �� �������� ����� ���� ��
�������� �� ������ ��� ���������� ��� ����������� �� ���������� ��������� �� ����� �� ���� ��
�� ������������� ���� ��� ������������ ��������� �� ������ �� ������ ��� �������� ��� ���������
�������������� ���� ��� ������ ������� � ��� ��������� 28.33m� 56.67m �� 70.83m� �����������
���� �� ��� ����� ��������� ������������ �� ����� ��������������� � ������ 10� 20 �� 30% ��
����� �������� Q1� �� �������� �� ���������� ��� ���� �� ��������� ��� ����� ���������� ������
�� �� ���������� ��� ��������������
����� �� ���� �� ���� ��� �� �� ���� ������������� ��� �� ���� ������� ��������� ��� �����
��������� �� ����� ��� ����� �� ������������� ���� ������ ���� ���� �������� ���� ��������������
������ ��� �� ������������ ��� ������� ���� �� ������ � ����� ���������� ��� �� ���� ������
�� ���� ��� ������������� ���� ������� ���� ���� ����� ������������ ��������� �� ����� �
����������� ���� ������� ������ ���� ���������� ��� ����������� ��������� ��� ���������
��� ����������� ���� ��������� �������� �� ��������� �� ���� ������������ ���� ��� ��� �������
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������ ���� � ���������� �� �������� �� ����� �� �� �������� ��������������� �������������
�� ���� ������� ������������� ������ �������� �� �������� �� �� ����� �xf = 20m� �����
������� ����������� ����� ��� ��� ���������� ��� ������� ��������� ����������� �� ��� ����
����������� ��� �� ������� ������ �� ��������� �� ������ ���� �� ������ ��������� ��� �������
��� ���������� �� ������������� ���� �� ������� ������
���� ���� ������ ��� ���� �� ���������� ��� �� ������ ������ ��������� ���� ��������
�������� ����������� �� ���� ������� �� ���� ���� ���������� ��� ������� ���� �� ��� ���������� ��
�������� ��������������� �������������� ���� �� ����� ���� ������� � ����������� �� ���������
��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������
������ �� ������� ��� ���������� ���� ������� �� ��������� ��������� �� ��������� �� ����������
�� ���������� � ��� ����� ���� ������ ��� �������������� �������
����� ��������� �� ������������ ����� ����������� � �������� ��� ���������
����
�� ��������� ��� ��� ������������ ���� ��� �������� ����������� � ��� �������� xobs �� ���
���� ������� Ab ������ ���� ���������� �� ������� ��� �������� ���� �� ����� �����
�� ������� ��� ��������� �� ���������� ����� �� ������� ��� ������������� ��� ����������
������� Qin �� Hout �� ��������� ���������� ����� ����������� ���������� ������ �� ������� �
H˙1 = − c
2
gA
Q2 −Q1
xobs
Q˙2 = −AgH
−
2 −H1
xobs
− f2Q2|Q2|
2DA
H˙2 = − c
2
gA
Q3 −Q2
L− xobs
Q˙3 = −AgH3 −H2
L− xobs −
f3Q3|Q3|
2DA
H−2 = H2 −
Q22
2gA2
�
1−
�
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�2�
������
b
H2 H2
-
Q2
A A
Q1 Q3
H1 H3
Xobs0 L
������ ���� � ������ ����� ������������ ���� ��� �������� �����������
�� �� ������ u1 = Q1 �� u2 = H3 ����� ��� ��������� �������� �� �������� x1 � x4 �����
��� ��������� ������ ��� ������������ ��� ��������� H1 � Q3� x5 = xobs ����� �� �������� ��
�������������� ��
x6 = A
2/(Ab)
2 ������
���� ������������ � ������ ���� ������ ������ ������ ���
����� ����������� �� �������������� ����� �� ���� ������ �� ������� ������ �� ��������� ������ �
x˙1 = − c
2
gA
x2 − u1
x5
x˙2 = −Ag
�
x3 − x
2
2(1−x6)
2gA2
�
− x1
x5
− fx2|x2|
2DA
x˙3 = − c
2
gA
x4 − x2
L− x5
x˙4 = −Agu2 − x3
L− x5 −
fx4|x4|
2DA
x˙5 = 0
x˙6 = 0
������
������ ��� ��� �� ��������� �� ���������� f ��� ��������� ����� �� ������� ��� ����������
f2 �� f3�
����������� ���� ��� ������ �� ������������ �� �������������� ��� ����� �� ������� ���
��������� ���� ��� ������ �� ������ ���� �� �� ������������� ���� ���� �� ��� �� ��������� ���
��������� �� ������ �� H1 ��� ����������� ���� y = x1�
��� ��� ������ �� ������ �� ������������ ��� ������� �� ���� ����� � ������� �� ���������
�� ������������� ���� ���������� �� ��� ��������� �x6� �� ������� ������������ �� �� ���������
• ��������� � ���� �� ���������� �� ������� ������ ��� ������� �� ����������� ���������
��� ��������� �� ������ ���������� � ������ �� ������ ������� �� ������� �� ���� �
x2 = x4 = u1
x3 = −αx2|x2|x5 + y + x
2
2(1− x6)
2gA2
x3 = u2 + αx4|x4|(L− x5)
������
���� α = f
2gDA2
, �� ���� �
x6 = 1 +
2gA2(y − u2 − αu1|u1|L)
u21
������
��� ����������� u1 �= 0�
� ������ �� ������������ ��������� ���� ���������� �� �������� ���� ���� �������� �� ���
����� ����������� ��� ���������� xˆ6 ���� x6� �� �� ��������� ������ ���� �� ���������� ���
����������� �� ����� ������ ���� 1 � �� ������ ��� ����������� �� x6 > 1� �� �� x6 = 1� ����� ��
��� � ��� ������������� ���� �� �������������
���� �� ��������� �� ���� ���������� ����� ������ ��� ����������� ��� ���� ��� |xˆ6− 1| ≥ Tb
���� �� ����� Tb � ��������
��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������
• ������������ � �� �������� �� ��������� �� ������ ��������� ��������� ��� �� �������� ��
���� ��� ���� ������� �� ������ ���������� ��� �������� ��� ���� ���� ������� ������������� ���
��������� �� ������ �� �������������� ����� �� ���� �� ����� ��� �� �������� �� �������������
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��� �� ����������� ��� ������ �� ������� �� ��������� �� ��������� �� ������������ ����
���� ����� ��� �� ������ � 2 �������� ���������� ��� ������� ���������� ��� ���������� ����
���� �� ��������� �������� ���� ���� �� ��������� ���� �� ����� ��� �����������
g (m/s2) c (m/s) A (m2) f (s−2) L (m)
���� ��� ����� ������ ��
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u2 = 3.5m� ��� ����������� ����� ������ �� 60% �� �� ������� ������������ A �Ab = 0.4A� ���
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����������� ���� �� ������������ ���� ��������� ���� �� ����� �����
0 5 10 15 20 25 30 35 40
3.5
4
4.5
5
5.5
6
6.5
7
H1
H2
H3
H4
H5
Pressions (m)
Temps (s)
0 5 10 15 20 25 30 35 40
4.285
4.29
4.295
4.3
4.305
4.31
4.315
4.32
x 10-3 Débit (m3/s)
temps (s)
������ ���� � ���������� ��� ��������� �� ������ ���� ��� ����������� �������������� �����
��������
����������� �� ����� ������ ���������� ��� �� �������� � �������� �� �� ������������ H1� ��
���� ��� ���������� ��������� ��� �� ����� ����� �������� ������� ���� �� ��� ����������� ����
���� ������������ � ������ ���� ������ ������ ������ ���
������������� ����� � ���� �
y = H1 + w
���� w �� ����� �� ������� ���� ���� ��� ��������� �������������� � �������� ��������� ��
�� ������ �������� �� H1� ��� ������������ �� ����� ������ �������� ���� �� ����� �����
0 5 10 15 20 25 30 35 40
6
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
7
Mesures de la sortie (m)
Temps (s)
������ ���� � ������ ������� �� H1�
�� ����� ���� �� ����� �������� ��� ��������� ������������ �� x6� ������������� �������������
����� ������ ���� ���������� ������� ����� �� ������� ������������ ������ ���� �� ����� ��
������� ����� �
�� ���� ���� ������� ������������� ��� �� ���� �������� ��� �������� ����� �� ����� t =
10sec ��� ����������� �� ����� �� ��������� Tb = 1.5 ��� �������� ������������� ��� �����
������������� ����������
0 5 10 15 20 25 30 35 40
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
Detection d'obstruction (estimation de x6)
Temps (s)
������ ���� � ��������� ����� ����������� �� ��� ���� ������������ ��� ������������ �� x6�
���� �� ���� ����� �� �������� ������������ �� �� ��������� �� ������ ������������ �� ��
������������ ������������� � ������������� �Ab� ����� ��� ����������� ������� �� ������������
�� x6��
��� �������� �� ������������� ��� �������� �� ������������ �� ���������
��� ��� ������������� ��� ��������� ������������ ������������� � x6 ���� ���� �������� ����
�� ������ ������ ���� �������� ������������ �� �� �������� �� ��������������
���� �� ���� �� ������ ���������� ����������� ��� ��������� �� ��������� ������������ ������
���� �� ��� ��������� ���� �� �������������� �� �� ������������� ��� ������ �� ����� ��������
u1 ������� ���� �� ����� ������ �� ������� � ������ �� ����� �� ��������� �������������� �
�� ������ �� ������ ��������� ������ �� ������ ��� ���� ���������� ��� ��� ������� �� ����� �����
�� ��������� ������ �������� ���� �� ����� ����� �� xobs ��� ������ �� ���������� �� ����� ��
����� ����� ����� ������ �� ����� ������� ��� �� ������ �� 2 �������� ������ ��� �� ������� ��
����� �����������
0 10 20 30 40 50 60
4
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
x 10-3
Time (s)
Débit d'entrée  commandé u1
0 10 20 30 40 50 60
3
4
5
6
7
8
9
10
Mesures de la sortie avec variation de l'entrée 
Temps (s)
������ ���� � ������ �� �������� u1 ���� �� ������������ �� ����� ��� �� �������
����� ��������� ����� ��������� ��� ���������� �� �� �������� �� ������� �
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�������� � ���� �������� �� ����������� �� �������������� Φ ���� ���� ��� �������� ����
������� ����� �� �� ������� ��� �� �������� �� ������������� �� ������ ���� ������������ [ε, L− ε]
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u1 = 6.5m �� u2 = 1� �������� �� ����� t = 10s� ��� ������������ ���� Ab = 0.9A� ��������
� xobs = 78m� ����� ������������� ��� ��������� ��� ������ ����������� ��� ��������� u1 =
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